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Vorwort. 



Die moderne Kristallographie baut sich grOsatenteils ana Anwendungea 
des SymmetnebegriffeB auf Körper des festen AggregatzoBtandes auf; und zwar 
kann man entweder die Symmetrie der Kristallfonnen zugrunde legen oder 
die Symmetrie der von ihren materiellen Punkten (.resp. Bausteinen) gebildeten 
Gruppierungen. Die IjehrbUcher von Liebisch und Groth bieten t^r das 
Studium der ersten dieser Methoden dn vortreff liebes fiilämittel^ obgleich in der 
physikalischen Kristallographie von Groth ausserdem auch die andere Methode, 
d. h. die Strukturtbeorie, in glü<^li(^er Weise mit der ersteren verknüpft wird, 
so fehlte dennoch zur Zeit ein in deutscher Sprache geschriebenes Lehrbuch, 
welches sich mit den kristallographiachen Erscheinungen ausschliesslich vom 
Standpunkt der Strukturtheorie beacbäfligt. 

Diese bdden Methoden — die man als Kristallographie der Formverbält- 
nisse und Strukturen voneinander unterscheiden mag — müssen zwar zn 
glichen Resoltaten fllhren, denn die Form wird ja durch die inneren Kräfte 
bedingt, dennoch sind jedoch die bisher gebriluchlichen Beweismethoden auf 
beiden Gebieten recht ungleichartige gewesen; das voriiegende Buch sucht dem- 
gegenDber zu zeigen, dasa ea möglich ist, von vornherein die Begrifie der 
Strukturtheorie so zn formulieren, dass ihre Analogie mit der Kristallographie 
der Formverhältnisse zntage tritt. 

Es ist keineswegs Zweck dieses Buches, die gesamten Arbeiten über Struk- 
tnrtheorie zu l>ehandeln, sondern nur die sichergestellten Resultate derselben 
von einem ^heitUidien Standpunkt ans darzustellen, weither die von Bravais, 
Sohncke, Schönfliess, Fedorow nnd Groth zugrunde gelegten Annahmen 
zu verbinden strebt. 

Ein Teil der Abbildungen ist nadi Photographien, weldie ich von den 
in München befindlichen Original modeilen der Sohnckeschen Punktsj'steme 
anfertigte, entstanden. Herrn Prof. P. v. Groth, der mir diese von Sohncke 
selbst stammenden Modelle fllr den genannten Zweck freundUchst zur Verillgnng 
stellte, spreche ich auch an dieser Stelle meinen verbindlichsten Dank aus, und 
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VI Vorwort, 

ebenso anch der VertagBhandlung, welche meinen Wünschen in jeder Weise 
entgegenkam. 

Besonders die nichtigen Arbeiten von SchSnfliesB und Barlow, welche 
fOr dieses Bnch eingehend verwertet und, regten micli dazu au, einen Stand- 
punkt, welidier die Versdiiedenheit in den Ansichten der einzelnen Stmktnr- 
theoretiker vermeidet, zn snchen und ich möchte betonen, dass nnr Eintei- 
Inng und DarstellnngBart der Punktsysteme neu sind, nicht aber die dar- 
flber ansgesprochenen geometrischen Resnltate. Jedoch hoffe ich, daaa die 
Haaptresoltat« der Strukturtheorie hier anschanlicher als in den Original- 
arbeiten und in dner auch Studierendon sowie nicht mathematiBclien Lesern 
verständlichen Form zum Ausdruck gelangen. Auch bei Besprechung der An- 
wendungen der Stmkturtheorie war ich bestrebt, nur die auf ein&chen Grund- 
annahmen beruhenden Ergebnisse zu behandeln und alle nnr mathematisch 
interessanten Auffassungen (z. B. diejenigen Canchys) über die Konstitution 
des festen Aggregatzustandes, zu vermeiden. Möge das Buch nicht nnr die 
Leitungen der Strukturtheorie, sondern auch die Grenzen, von den^i ab die 
stmktnrtfaeoretischen Spekulationen zu unsicheren Besultaten fOhren, richtig 
zum Ausdruck bringen. 

Tübingen, im Febraar 1907 Ernst Soinmerfeldt 
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Kapitel I. 

Raumteilnng vom reinen Typns der regelmässigen 
Körper und n-Ecke. 



% 1. Unterseheidniig zwiscben der Symmetrie der Bansteiae 
selbst und ihrer GruppieroDgen. 

In der Erklärung des physikalischen Verhaltens der Kristalle aus der Be- 
schaffenheit der sie aufbauenden Materie besteht die wichtigste Aufgabe der 
Kristallographie; da anch die Form der Polyeder, durch welche ein Kristall 
umgrenzt wird, als Ergebnis physikaUscher Krilfte zn betrachten ist, kann im 
ersten Haaptteil dieses Buches die Frage hehandett werden: Welcher Zusam- 
menhang besteht zwischen den Bausteinen eines Kristallpotyeders 
und seiner äusseren Umgrenzung? 

Durch diese Fragestellung wird unser Gebiet von der rein geometrischen 
Kristallographie abgetrennt, denn in dieser wird auf die Beaidiaffenheit der Bau- 
steine, d. h. auf die Struktur der Kristalle nicht geachtet, sondern nur eme An- 
zahl unmittelbar aus der Erfahrung abgeleiteter Einzelsätze den Betrachtungen 
zu Grunde gelegt. Hier werden umgekehrt die dort den Ausgangspunkt bil- 
denden Sätze als Folgerungen ans den hypothetischen Vorstellungen erscheinen, 
welclie wir uns über die Materie eines Kristalles bilden. 

Nun tSilt an den Kristall polyedem besonders auf, dass die Flächen um 
gewisse Richtungen regelmässig verteilt mnd und bei geeigneten Drehungen um 
diese als Symmetrieachsen bezeichneten Richtungen ihre Stellungen lediglich ver- 
tauschen; es liegt nahe, diese Regelmäseigkeit entweder durch die Besclialfeu- 
heit der Bausteine oder durch die Art nnd Weise, wie dieselben im Räume 
angeordnet sind, zu erklären. Z. B. kann die hohe Symmetrie eines Steinsalz- 
kristalles ^tweder dadurdi erklärt werden, dass die kleinsten Bausteine bereits 
die gesamte Symmetrie des Kristalls — also etwa Würfelform — bewlzen, oder 
dadurch, dass den Bausteinen zwar eine geringe Symmetrie aber eine hohe 
RegelmSssigkeit in der gegenseitigen Gruppierung zukommt. 

Sommerfeldt, Pbjs. Erl«(a11ognph[e. 1 
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Also nicht nur bezüglich der Beschaffenheit der Bausteine, sondern auch 
bezüglich ihrer Anordnung im Räume kann eine Regel mäseigkeit, d. h. Sym- 
metrie, bestehen und beide Möglichkeiten sind von einander unabhängig, müssen 
also getrennt behandelt werden; und zwar beschäftigen wir ans zunächst mit 
dem letztgenannten Problem, wir suchen also Beispiele illr eine regelmässige 
Oruppiening von Bausteinen, deren Gestalt wir unbestimmt lassen, zu ermitteln. 

§ 3. Lfickenlose AnsfOllang einer Ebene 
darch regelmässige Polygone. 

Wird eine unbegrenzt gedachte Ebene lückenlos mit kongruenten regel- 
mässigen Polygonen ausgefüllt, und denken wir in der Gesamtheit der Polj- 
gonecken materielle Punkte angebracht, so führt jede Drehung durch welche 
ein einzelnes Polygon keine Stell ungsänderung erfSbrt, auch die Gesamtheit 
derselben nur in sieb über. Die Gesamtheit von so erhaltenen Quadratecken 
z. B. erfährt also durch dne jede Drehnng, darcli welche die Lage eines seiner 
Quadrate nicht geändert wird, ebenfalls keine Lageänderung. Analog können wir 
regelmässige Punktsysteme von unbegrenzter Ausdehnung in der Ebene aus- 
breiten, deren Symmetrie sieb von einem zwischen drei oder sechs Eckpunkten 
eingespannten regelmässigen Polygon ableitet, ferner können wbr aber auch der 
Symmetrie einer zwischen zwei Punkten eingespannten begrenzten Geraden ge- 
nügen; letztere, als ausgearteten Fall eines regelmässigen n-Ecks betrachtet, 
wollen wir „Zweieck" nennen, und wir erlangen so das Resultat: In einer 
Ebene lassen sich Punktsysteme von nnbegrenzter Ausdehnung konstniieren, 
deren Symetrie durch das regelmässige Sechs-, Vier-, Drei- oder Zweieck wieder- 
gegeben wird. (Dasa wirklich keine weiteren regelmässigen Polygone die Ebene 
lückenlos auszufüllen gestatten, hat z.B. Möbius bewiesen, vgl.anch Sommer- 
feldt, geometr, Kristallogr. 1906, 8. II.) Die n-Eckssymmetrie besteht aber 
darin, dass n Drehungen vom Betrage 180'' (nämlich um n Achsen, welche sich 
im Mittelpunkt des n-Ecks schneiden, erfolgende) keine Lagenänderung bewirken, 
sowie auch n Drehungen vom Betrage SBC/n (näinhch um den Mittelpunkt des 
n-Ecks erfolgende); auch einem Zweieck kommen ^ abgesehen von der iden- 
tischen Drehung — nur die drei dieser Regel entsprechenden Deckbewegnngen 
zu, ao lange wir dasselbe als Grenzfall einer ebenen Figur betrachten. Bei 
Nichtberüeksiehtigung der Konstruktionsebene könnte man das Zweieck freilich 
noeh um eine beliebig senkrecht mitten zwischen seinen beiden Ecken verlau- 
fende Gerade im Betrage 180'' unter Wiederherstellung der Anfangslage drehen, 
iedoch werden wir diese unendlich vielen Drehungen niemals als Symmetrie- 
operationen des Zweieeks mitrechnen. 

Es lassen sich nun zwei Typen von regelmässig in der Ebene verteilten 
Punktauordnungen angeben, welche der Symmetrie eines Zweieks gleichkommen, 
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Raumteilnng vom reinen Typus der regelmässigen Körper und n-Eclce. 3 

nämtich eretene solche, welche in den Ecken eines Systems kougruenter und 
die Kbene lückenlos ausftUlender Rhomben ucli befinden, zweitens solche, wel- 
che gegenüber Rechtecken in gleichem Verhältnis stehen (vgl. Flg. 2 nnd 3). 

Jede einzelne diess' von Sechs-, Vier-, Drei- oder Zweiecken sich ablei- 
tende Punktgruppiernng genügt der Bedingung, dasa kein Eokpnnkt x von irgend 
einem anderen Punkt 1 sich in bezog auf den Anblick unterscheidet, welchen 
die Stmktur, von ihm aus betrachtet, gewährt; denn jedem Strahl, welcher 
täch in dem durch Punkt 1 gelegten Büschel von Sehstrahlen befindet, ISsst 
sich ein entsprechender innerhalb des dnrch x gelegten Sehstrahlblischels zu- 
ordnen nnd zwar kommen die entsprechend gesetzten Strahlen znr Deckung 
sobald die durch 1 und x gelegten StrahlenbUschel,' welche kongruent sein 
mUssen, in einander Übergeführt werden. Hierflir sagen wir kürzer, dasa die 
verschiedenen Punkte der Gruppiemng mit einander gleichwertig sind. 

In den genannten fünf Fällen besitzen die Pnnktgruppierungen eine wirk- 
liche Symmetrie, aber es existiert auch eine asymmetrische Gruppierung von 
Punkten, welche obiger Forderung der Gleichwertigkeit genügt Zu dieser 
Gruppiemng können wir dadurch gelangen, dass wir die beiden zur Zweiecka- 
symmetrie gehörigen Punktgruppierungen verallgemeinem; es leiteten sich beide 
von gewissen Parallelogrammen als Kern ab, nehmen wir nun Parallelogramme 
allgemeinster Art (Rhomboide) an Stelle der Rhomben resp. Rechtecke, ao 
erhalten wir eine aeymmetrisehe aber die Gleichwertigkeit der ihr zugehörigen 
Punkte vollkommen erfüllende Gruppierung. Demnach ergeben sich sechs 
verschiedene Typen von Gruppierungen gleichwertiger Punkte nämlich die Ge- 
samtheit von kongruenten Exemplaren folgender Polygone innerhalb einer Ebene : 
1) reg. Sechsecke, 2) reg, Vierecke, 3) reg. Dreiecke, i) Rhomben, 5) Rechtecke, 
6) Rhomboide. Die aufbauenden Figuren lassen sich unter der Bezeichnung 
„Elementarparallelogramme" bei vier von diesen Fällen vereinigen. 

g 3. RegclmSssIge Zerspaltung ebener Pnuktgriippkmugeii. 

Wenn in regelmässiger Weise ans einer der sechs Punktgruppierungen ein 
ganzzahliger Bruchteil der insgesamt vorhandenen Punkte herausgenommen wird, 
ao bilden die herausgenommenen Punkte selbst eine Gruppierung gleichwertiger 
Punkte. Hierbei können wir drei Fälle unterscheiden: Entweder besitzt die 
herausgenommene Menge den gleichen Typus wie die ursprungliche oder sie 
besitzt zwar gleiche Symmetrie aber dennoch nicht den gleichen l^P^^ (unter 
den sechs überhaupt möglichen) oder endlich die herausgenommene Gruppie- 
rung besitzt eine andere Symmetrie als die ursprüngliche. 

Für alle drei Fälle liefern wir Beispiele: a) Wenn in der aus Flg. 1 er- 
«ehtlichen Weise die Umgrenzungen der regelmässig gruppierten Quadrate he- 
zdchnet und alle durch Zahlen markierten Punkte, nicht aber die durch Budi- 
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Stäben bezdclmete Punkte heraiiBgenommen werden, bo wird dadurch nnr die 
Seitenlänge der Dbrig bleibenden Quadrate erhöbt, abgeaehen hiervon aber 
stimmen die urBprUngtiche, die heranagenommene und die dbrig bleibende 
Gmppiemng vollkommen iiberein. 

b) Als Beispiel ftlr den zweiten FaQ behandeln wir das gegenseitige Ver- 
hältnis der rechteckig und rhombisch angeordneten Punktgrappieningen. Die 
Punkte eines rechteckigen Parallelengitter, können als Dnrchdringnng zweier 
rhombischer Gitter aufgefasst werden, deren eines swne Ecken in den Zentren 
der Elementarparallelograme des anderen hat (vgl Flg. 2). 





|,-.-fxf.. 1. 1 1 


Fig. 1. 
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Fig.2. 
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Fig. 3. 



Fig. 4. 



Ebenso gut aber kann ein itombisches Gitter als Durehdringong zwraer 
rechteckiger aufgefasst werden, die Ecken des einen oder anderen rechteckigen 
Gitters erhält man, je nachdem in Fig. 3 von dem ersten oder zweiten ge- 
strichelten Rechteck ausgegangen wird. 

c) Als Beispiel ftlr den dritten Fall erwähnen wir, dass eine aus gleich- 
seitigen Dreiecken abgeleitete Punktgruppierung in eine ebensolche von grösserer 
Maschenweite nebst eine aus regelmässigen Sechsecken sich zusammensetzen- 
den Gmppierung zerlegt werden kann, und zwar kann man hierzu von dem 
in Hg. 1 eingezeichneten Sechseck ausgeben und kann sagen: Es lässt sich 
eine dreieddge Punktgruppierung auch als eine ans zentrierten Sechsecken be- 
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d] Vün Gitter, das ach aue lauter kongruenten gleichseitigen Dreiecken 
sueammenaetzt, kann auch als Durchdringung dr«er derartiger, jedoch je ans 
dreifach so grossen gleichseitigen Dreiecken meb zusammensetzenden Gittern 
aufgefasst werden, nnd zwar stimmen die Ana Höhen eänea Dreiecks der klei- 
neren Schar der Reibe nach mit den dner halben Seite eines zur ersten, zweiten, 
dritten Schar der gröaaeren Dreiecke gehSrigen Uberein. (Flg. 4.) um sidi 
hiervon zu flberzeugen, denke man sich nur die durch gleichartige Knm 
markierten Punkte in der flg. 4 durch gerade Linien mit einander verbunden. 
Da drei Arten ron Krisen existieren, ertiält man dadurch in der Tat dreierlei 
Punktgmppierungen nnd es sind die dreieckigen Maschen derselben dreimal 
grösser als diejenigen Dreiecke, welche zwischen drei nächstliegenden ungleich- 
artigen Kreisen der flg. 4 sich befinden. 

Obgleich nun in den genannten Hellen ein ganzzahÜger Bruchteil der zur 
Gruppierung gehörigen Punkte herausgenommen ist, ao kann mau doch nicht 
sagen, dass die Punktzahl kleiner geworden ist, denn sie war ja von vorn 
herdn unendüch gross. In dieser Hinncbt besteht ein wesentiicher Unterschied 
gegenüber der meroedrischen Ableitung von Polyedern ans einander; auch 
braucht, wie wir soeben aus Fall c) ersahen, keineswegs die Symmetrie der 
„teilpunktigeu" Gruppierung geringer zu sein als di^enige der ursprünglichen. 
Zwar hat die Maachenweite der Gruppierung zugenommen, aber dieser Um- 
stand ist vollkommen nnwesentiich, da dieselbe ja von vom herein willkUriich 
wlkhlbar ist Abgesehen von der MaschenwMte aber lässt sich daa nämliche 
Gitter 2, welches ans 1 durdi Fortfall gewisser Punkte ableitbar ist, ebenso 
gut ans 1 durch Einfügung gewisser Punkte erzeugen. 

In den z. B. unter a) und d) eingeketenen f^en, dass eine regehnSseige 
Punktgruppierung durdi Herausnahme von Gitterpunkten in mehrere unter sich 
kongruente übergeführt wird, bezeichnen wir sie ala zerlegt in korrelate Teil- 
gmppiemngen. 

% 4. RegelmSssige Raamteilungen. 

a) Uethode zur Konstruktion r^elmässiger Baumteilungen. Die 
dnfachsten Utile von regelmässigen Punktverteilungen im Kaume erhalten wir, 
wenn wir von den im vorigen behandelten ebenen Gnippienmgen unbegrenzt 
viele kongruente Exemplare derart aneinander reihen, daaa aie sich als Ecken 
eines Systems von geraden n-seitigen Prismen auflassen lassen, welche den 
Baum lückenlos ausfüllen. Die Kerne der ebenen Punktgruppierungen sind 
alsdann die Baaisäächen dieser Prismen, während wir dieae selbst als Kerne 
der räumlichen Punktgruppierungen bezeichnen können. 

Ein solches Punktsystem bezdchnen wir als Aufbau nach Prismen und 
haben die I^Me zu unterscheiden, 1) nach sechsseitigen, 2) nach vierseitigen, 



Digitized by VjOO'J IC 



6 Kapitel I. 

3) nach dreiseif igen, 4) nach rechteckigen Prismen (Oblongen), 5) nach Rhom- 
busprismen, 6) nach rhomboidiachen Prismen i. Ausserdem aber ergeben sich 
weitere P^le, wenn wir die Möglichkeit der ^erspaltung von ebenen Punkt- 
gmppierungen berücksichtigen, welche wir im vorigen § besprachen. 

b> Die FäUa der rhombiachon Symmetrie, Knüpfen wir zunächst 
an Hg. 3 oder Fig. 3 an, welche wir horizontal stellen, so wollen wir in allen 
Punkten derselben Senkrechte erricbten nnd eine äqnidistante Scliar von Flä- 
chen parallel zur Zeichnungsebene voraussetzen. Als materielle Punkte faaeen 
wir die Hälfte der Durchstosspnnkte auf, welche die genannten Senkrechten in 
dieser Ebeneuschar bestimmen; und zwar mögen innerhalb der Zeiobnungs- 
ebene selbst die römisch bezifferten Punkte als materielle vorgestellt werden, 
alsdann fassen wir in den Nacbbarebenen oberhalb und unterhalb der Zeich- 
nungsebene die senkrecht über, resp. unter den arabisch bezifferten Punkten 
der Projektionsebene liegenden Durchstosspnnkte als materiell auf; in den 
Übernächsten — also durch eine Zwischenebene von der Zeichnungsfläche ge- 
trennten £Lbenen fassen wir wiederum diejenigen Durchstosspnnkte als materiell 
an^ welche senkrecht über, resp. nnter den römisch bezifferten Pnnkten liegen 
und fahren in dieser Weise alternierend fort, indem wir auf den arabisch oder 
römisch bezifferten Senkrechten liegenden materiellen Durchstosspnnkte annehmen, 
je nachdem eine ungerade oder gerade Anzahl von Zwischenfläcben zwischen 
der betreffenden Horizontalebene und der Zeichnnngaebene liegt. Durch ein 
solches Punktsystem wird der Zweiet^ssjmmetrie vollkommen genügt, denn 
wir können als Kern desselben ein zentriertes Bhombus-Prisma oder ein zen- 
triertes rechtwinkliges Parallelepiped betrachten, je nachdem wir flg. '2 oder 
Fig. 3 im Auge hatten. Somit ergibt sich das wichtige Resultat: Es existieren 
vier verschiedene Typen von Fnnktgruppierongen mit rhombischer Symmetrie, 
welche aufgefasst werden können als: 

1) Anfban nach rechtwinkligen Parallelepipeden (= Oblongen), 

2) „ „ Rhombus-Prismen, 

3) „ „ zentrierten rechtwinkligen Parallelepipeden (= Oblongen), 

4) „ „ zentrierten Rhombus-Prismen. 

c) Die Fälle der tetragonalen Symmetrie. Nunmehr ist es leicht, auch 
für das tetragonale System die regelmäsmgen Punktgruppierungen anzugeben, 



' In den vier ersten Fftllen sind ausBchliesBlicli gerade Prismen gemeint, da 
schiefe Prismen die Symmetrie der in ihrer Basis liegenden n-Bcke zerstdren 
würden; in den Fällen 5) und 6) hingegen künnen gerade und schiefe Prismen ge- 
wählt werden. Während die üaumteilung noch geraden Rhombusprismen (6a) der 
vollen Symmetrie des Zweiecks genügt, stimmt die klinorhom bische (5b) und ebenso 
die gerade rhomboidische (6a} mit der monoklinen Symmetrie fiberein. Die schiefe 
rhomboidiscbe Prismengruppiening (6b) entspricht der triklinen Symmetrie, 
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denn dieselben lassen üch als BpezieUe Fälle der vorigen aafüusen. Während im 
rhombischen System die drei Symmetrieachsen ungleichwertig sind, mUssen im 
tetragoualen die beiden horizontalen — im regulären sogar alte drei Achsen 
— gleichwertig sein. Die Achseneinheiten a, b, c milasen daher im regulären 
System sämtlich einander gleich werden, während im tetragonalen a gleich b 
aber ongleich mit c ist. Hieraus folgt, daes die Basis der Rhombus- Prismen, 
sowie der rechtwinkligen Parallelepipede im tetragonalen System «ch zu Quad- 
raten spezialisieren muss, dass also die FUUe 1) und 2) übereinstimmen. 
Ebenso muss 3) und 4) zusammen sich anf einen tetragonalen Fall aus dem 
gleichen Grunde spezialisieren, so daas wir finden; Es esiatieren zwei regel- 
mässige Punktgmppierungen mit tetragonaler Symmetrie, die bezeichnet werden 
können als: 

1) Aufbau nach quadratischen Prismen, 

2) „ „ „ „ mit besetzten Zentren. 

d) Die Fälle der hexagonalen STimnetrie. Indem wir die vorigen 
Überlegungen unterbrechen, gehen wir zunächst zum hexagonalen Typus über, 
denn es lässt sich das reguläre System nicht nur sla ein spezieller Fall des 
tetragonalen, sondern auch des hexagonal-rhomboedriachen Systems auffassen 
und aus diesem Grunde lässt sich die Gesamtheit der im regulären System mög- 
lichen Fälle erst nach der Erledigung des hexagonalen ermitteln. 

Knüpfen wir nun an Fig. 4 an, so ei^bt sich sofort, dass wir eine regel- 
mässige Verteiinng von Punkten erbalten, wenn wir die Eckpunkt« innerhalb einer 
Schar von äquidistanten horizontalen Ebenen anf drei benachbarten derart ver- 
teilen, dass in der einen nur die durch kleine Kreise, in der zweiten die 
durch grössere Kreise, in der dritten die durch doppelte Kreise bezeichneten 
Punkte sich befinden nnd zugleich nur in vertikalei- Richtung nicht aber in 
horizontaler Richtung aus der Ebene der Flg. 4 verschoben erscheinen. Wir 
nehmen noch die vierte Ebene der Schar hinzu, auf welcher die Punkte nattlrlicb 
vertikal über den in der ersten befindlichen materiellen Punkten stehen, nnd erhalten 
alsdann die t^r Dreieckssymmetrie charackteristische Rgnr eines Rhomboeders 
beim geeigneten Verbinden der Ecken; vgl. Fig. 5, die beiden vertikal ober- 
nnd unterhalb seines Zentrums befindlichen Ecken des Rhomboeders werden 
als „Polecken", die sechs andern aber als „Randecken" bezeichnet. Mithin er- 
geben sich dreierlei hexagonale Pnnktverteilungen, von denen das jetzt be- 
handelte der rhomboedrischen Hemiedrie angehört, während die beiden andern 
dnrch die Symmetrie der hexagonalen Holoedrie gekennzeichnet sind. Diese 
Tatsache braucht nur für den nach dreiseitigen Prismen erfolgenden Anfbau 
näher begründet zu werden; diese haben zwar, einzeln genommen, noch nicht 
hoIoedHsehe Symmetrie, aber fasst man sechs in einer Kante znsammenstossende 
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, so erhält man ein hexagonales PriBma mit zentrierter Basis (vgl. 
Fig. 4) und da deninach zwar nicht alle holoedrischen Symmetrieoperationen 
das einzelne dreiseilige Prisma in sich Übert'UhreD, aber ee doch h5olist«nB mit 
einem znm gleichen hexagonalen Prisma gehörigen Teilprisma vertanschen, so 
ist damit der folgende äatz bewiesen: Es existieren drei r^;elmässige Pankt- 
verteilnngen, deren Symmetrie hexagonal ist: 
Ij Aufbau nach dreiseitigen I^smen i 

2) „ „ sedisseitigen Prismen ( 

3) „ „ Rhomboedern (rhomboedrisoh-hemiedrisch). 

e) Die Fälle der regolären Symmefciie. Unter c) in diesem § er- 
hielten wir zwei dem tetragonalen Aufbau analoge Fälle von regulärem Typus 
durch Spezialisierung des rhombischen resp. tetragonalen Aufbaues und werden 
jetzt erkennen, dass ein weiterer liinzukommt, welcher als Spezialisierung des 
rhomboedrischen Falles aufzufassen ist. Rhomboeder kann man auf dreierlei 
Art regulär speaaJisieren, indem man die Polecken entweder 1) za Würfelecken 
oder 2) zu Rhombendodekaederecken oder 3) zn Tetraedereoken spezialisiert, 
zunächst besprechen wir Fall 3). Es lassen sidi die beiden an der Hauptachse 
liegenden Ecken P, P' (d. h. die Polecken) eines Rhomboeders zusammen mit seinen 
sechs nä<^eQmitten als Ecken eines zweiten Rhomboeders auffassen, welchem 
das erste umbeechrieben ist (vgl. Fig. 5); wählt man das äussere als Würfel, 
so stimmen die Polecken P und P' des einbeschriebenen mit Tetraederecken 





P' 

Fig. 5. Fig. 6. 

überdn und man bat zu schliessen: Durch die Polecken der zu Grunde ge- 
legten Rhomboedtf wird die Gesamtheit der Ecken einer aus Würfeln beste- 
henden Ranmteiinng besetzt, während die Randecken aof den Flächenmitten 
materielle Punkte ablagern. 

Dass Fall 1) mit dem ersten aus dem tetragonalen System ableitbaren 
Fall identisch ist, leuchtet ohne weiteres ein, aber wir wollen jetzt beweisen 
dass auch Fall 2) nidits neues liefert, sondern als Gruppierung von zentrierten 
Würfeln anzusehen ist. Hierzu beweisen wir folgenden Hilfssatz: Dadurch, 
dass man vom Zentrum eines Würfels nach drei Ecken A, B, C desselben 
Strahlen richtet, kann man die dreizählige Ecke eines Rhombendodekaedei« er- 
halten (vgl. Fig. 6). Denn da OA, 08, OC als halbe WUrfeldiagonalen be- 
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trachtet werden können, liefern die Verbindungsebeiien dieser Linien zugleich 
Diagonalflächen des Würfela, z. B. trifft die Verlängerung von CO die dorcb 
P, A, B gehende Wflrfelfläohe in der zn P gegenliberUegenden Qnadratecke P', 
es erweiet eich somit die Ebene P'OCA als Rhombendodekaederfläche. Ebenso 
wie im positiven Oktanten des durch P ate^NuUpunkt 'gelegten Koordinaten- 
systemB müssen sich auch die Rhombendodekaedereoken D/O' etc. in den anderen 
Oktanten verhalten und daher sämÜich Ecken desjenigen Wttrfelaufbaua aeia, 
welcher den zu PABC gehörigen Aufbau zentriert, folglich können dnrdi als 
Nullpunkt Würfelkanten nach D, 0', 0" gelegt werden. Auf diese angewandt 
ei^bt aber nnser Eüfssatz, dass Strahlen, die von P nach D, 0', 0" geriditet 
werden, ebenfalls als dreizählige Ecke eines Rhombendodekaeders aufgefasst 
werden können. Die Dnrchdringungsfigur dieser durch und P gehenden 
dreiflächigen Ecken ist ein Rhomboeder. Dieses Rhomboeder ist aber daqenige, 
welches wir sie sab 2) regulär speziaüsiertes Rhomboeder aufführten, und so- 
mit ist in der Tat die Übereinstimmung des Äufbaus nach zentrierten Würfeln 
und liiombendodekaedrisch spezialisierten Rhomboedem erwiesen. 
Somit eichen sich folgende drei i-eguläre Typen: 

1) Anibau nach Würfeln, 

2) „ „ zentrierten Würfeln, 

3) „ „ Würfeln mit zentrierten Flächen. 

Im Oanzen ergeben sich also 15 verschiedene Punktgruppieningen, wel- 
che zn regelmässigen Raumteilnngen gehörigen und entweder direckt den Ecken 
der Säulensysteme entsprechen, oder aber aus diesen Pnnktordnungen durch 
Bildung von Teilgrapplerungen erhalten werden können. Davon gehören drei 
Rille dem regulären, zwei dem tetragonalen, drei dem hexagonalen, vier dem 
rhombischen, zwei dem monokhnen und einer dem triklmen System an. 

g 5. Bezlehnngen zwischen Raamtellungen and Raumgitteru. 

a) Ableitung der 14 möglichen FäUe. Als Gitter materieller Punkte 
bezeichnet man eine auf folgende Weise erzeugbare Menge: Auf den Achsen 
eines Koordinatensystems (das, sofern nicht etwa die Betrschtnng anf eine Ebene 
beschränkt wird, mit dem Achsenkreuz eines der sechs Kriatatlaysteme als iden- 
tisch betrachtet werden kann) trage man sämtliche ganzzahligen Vielfachen einer 
Einheitsstrecke ab und lege durch alle Endpunkte der abgetragenen Strecke 
Ebenen, welche denen des Koordinatensystems selbst parallel sind, so dass drü 
Scharen äquidistanter Ebenen entstehen. Jeden Punkt, in welchem drei zn ver- 
schiedenen Scharen gehörige Ebenen sich schneiden, denke man sich materiell 
gemacht und betrachte darauf die Ebenen selbst als wiederum fortfdlend, so 
dass zwei Punkt^tter, welche deckbar sind, stets als identisch betrachtet wer- 



Digitized by VjOO'J IC 



10 Kapitel I. 

den, aach wenn sie verechiedenartigeii Scharen von Ebenen ihren Ursprung 
verdanken. 

Zunächst ist ersichtlich, dass sedu verschiedene Arten von rSnmIichen 
Ponktgiltem entstehen, wenn wir nach einander das Koordinatensystem mit 
den Achsenkreuz der sechs Systeme und zngleich die Einheitastrecken mit den 
zugehörigen Achseneinheiten zur Übereinstimmung bringen, es lassen sich diese 
F^le aber zugleich denjenigen Gmppiemngen, welche in den vorigen vier §§ 
besprochen wnrden, einreihen, denn sie kOnnen aufgefasst werden als 1) Auf- 
bau nach Worfeln, 2) nach geraden quadratischen Prismen, 3} nach geraden 
dreiseitigen Prismen, 4) nach Oblongen, 5) nach geraden rhomboidischen Pris- 
men, 6) nach schiefen rhomboidischen Prismen. 

Femer aber lässt sich zeigen, dass aach alle wdteren FUlteder vorigen §§ 
als Raumgitter aufgefasst werden können, mit alleiniger Ausnahme des Auf- 
baus nach geraden sechsseitigen Prismen, es existieren also 14 verschiedene 
Typen von Raumgittern. 

b) Gestalt der Eeme. Für die drei Pnnktgmppiemngen des regulären 
Systems bestehen die Kerne der Raumgitter offenbar bei dem ersten Typus 
ans Würfeln, bei dem zweiten aus den Rhomboedem, welche im Anschluss 
an Fig. 6 und beim dritten Typus aus den Khomboedem, welche im An- 
schluss an Fig. 5 erwähnt wurden. Im tetragonaJen System bestehen im ersten 
Typus die Kerne aus quadratischen Sänlen, im zweiten aber aus solchen Rhom- 
boedem, die mit denen der Fig. 6 Ähnlichkeit besitzen. Der Unterschied der 
lilguren in beiden Systemen lässt sich folgend ermassen ausdrücken: Die Dia- 
gonalen DO, 00' und O "0 der Rhomben, von denen Rg. 6 begrenzt wird, 
sind nnter einander gleich und zwar gleich den kleinsten Deckschiebungen des 
Gitters, welche längst der Richtung der WUrfelkanten existieren; im tetrago- 
nalen System sind die beiden horizontalen Rhombusdiagonalen DO und 00' 
ebenfalls noch gleich, die vertikale "0 aber ist von ihnen verschieden. 

Es kann nun aber auch der Aufbau nach zentrierten qoadraten Prismen 
als ein Aufbau nach quadratischen Prismen mit zentrierten Flächen aufgefasst 
werden, was folgendermassen aus Fig. 1 hervorgeht, die wir als Bausfläche 
eines zentrierten quadratischen Prismenaufbaus auffassen: Es bilden die durch 
Sdilussbucbstaben des Alphabets (r, s . . . x, z) bezeichneten Punkte zusammen 
mit den bezifferten ma quadratisches Punktnetz, welches z. B. die schwarz- 
gefärbte Masche l x 2 y enthält; dasselbe erweist ach zugleich als ein zen- 
triertes quadratisches Punktnetz, wenn man nnr die bezifferten Punkte mitein- 
ander verbinde^ wobei das entstehende Ketz als diagonales Quadratnetz bezeichnet 
werden möge. Diejenigen materiellen Punkte welche der zur Zdchnungs- 
ebene benachbarten Horizontalebene des Gitters angehören, stehen vertikal 
über dem Schwerpunkt des schwarzen und jedes ihm kongruenten Quadrats. 
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Diese Schwerpunkte sind aber zugleich Kantenhaibierungapunkte in dem diago- 
nalen Quadrat, z. B. halbiert der Schwerpunkt des schwarzen die Kante 3 2 
desQoadratB 1234; es lässt sieb also auch durch Verallgemeinerung von flg. 5 
dieser tetragouale TyP'^s ans dem regulären ableiten. 

Geben wir jetzt zu den Gittern mit rhombischer Symmetrie Über, so lässt 
uch wiederum der Fall, dass nach zentrierten rechteckigen Prismen der Auf- 
bau Btattfindet, im Anschluss an Fig. 6 erledigen nnd zwar sind bei den Ker- 
nen der rhombischen Gitter die drä Diagonalen DO, 00', "0 sämtlich von 
einander verschieden, während doch im tetragonalen Fall zwei derselben gleich 
waren; es entspricht das der Ungldchwertigkeit der drei Achsen, welche aber 
immer noch aaf einander senkrecht sind. Der Fall, dass Oblongen mit zen- 
trierten Flächen oder, was auf das nämliche hinauskommt, zentrierte Rhombas- 
Prismen vorliegen, ist durch die Bemerkung zu erledigen, daaa aus dem an 
einer Folecke von Kg. 5 voriiandenen Tetraeder ein rbombisdies Doppelsphe- 
noid entsteht, d. h. die allgemeinste Form der zur Rbombussymmetrie geht^ 
rigen Drehungsgruppe. Für die beiden anderen rhombischen f^e, sowie flir 
die monoklinen und trikliuen ist die Möglichkeit des gitterförmigen Aufbaus 
evident, und damit ist in der Tat für alle 14 Fälle unser Nachweis geliefert 

c) Fuuktgitter und Parallelengitter. Anmerkungsweiee sei noch er- 
wähnt, dass es nicht immer möglich ist ein Punktgitter durch Eintragung dreier 
Scharen von Ebenen in ein Parallelengitter 
so nmzuwandeb, dass die Symmetrie von 
Punktg^tter und Parallelgitter identisch ist; 
nicht ^nmal bei dnem ebenen Gitter besteht 
stets diese Übereinstimmung, z. B. nicht bei- 
der Ausfüllung der Ebene mit gleichseitigen 
Dreiecken. Das zugehörige Pnnktgitter können 
wir auf dreieriei Art in ein Parallelengitter "' 

durch Einfügung zweier Linienscharen umwandeln, denn von einem beliebigen Drei' 
ecke ausgehend kann man es entweder mit dem ersten, zweiten oder dritten an- 
grenzenden Dreieck zu einem Parallelogramm vereinigen. Welche dieser Möglich- 
kdten indessen gewählt werden möge, stets ergibt sich, dass um die Parallelogramm- 
eckennichtmehrdreiDecknngsdrehnngendesUniengittersausgefUhrtwerdenkOnnen. 
Wenn man sich jedoch folgendermassen ausdrückt: Die Einteilung in Dreiecke 
Ifisst sich in eine Einteilung nach Parallelogrammen dadurch umwandeln, dasa 
man ein bezitfertes und ein angrenzendes unbeziffertes Dreieck der Fig. 7 zu 
»nem Parallelogramm zusammenfasst, so ist durch die Mehrdeutigkeit dieser 
Angabe die volle Gleichwertigkeit, welche der Punkt gmppierung innewohnt, 
gewahrt. In ähnlicher Weise könnte man durch verschiedenartige Bezeichnung 
der Tetraeder aus welchen sich die parallelepipedischen Kerne der Raumgitter 
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anfbauen, die Eindeutigkeit der Umwandlung von Pnitktgitter in Parallel- 
gitter Zugloch mit der ÜbereiDstimmnng der Symmetrie b^der wahren. 

d) DgakBcMebongen der Oit^ter. Die gitterfönnige Anordnung von 
Funkten zeichnet Bich durch zwei wesentliche Vereinfachungen gegenüber den 
allgemeinsten Fällen ans: Erstens ist in ihr dne mdeatige Zuordnung von 
Punkten und den zwischen ihnen liegenden „Kernen" der Raumteilnng mög- 
lich, zweitens lässt sich die Gesamtheit der Punkte eines Raumgitters aus einem 
einzigen auf besonders einfache Weise erzeugt denken, nämlich durch alleinige 
Schiebungen um äquidistante Beträge längs dreier am einfachsten als Koordi- 
natenachsen wählbarer Richtimgeu. Hingegen ist die Anzahl der Ed<en «nes 
Aufbaues sechsseitiger Prismen verschieden von der Anzahl der Prismen selbst. 
Dass aber wirklich bei der gitterfSrmigen Aneinanderfllgnng von Parallelepi- 
peden deren Anzahl ebenso gross ist, wie die Anzahl ihrer Ecken folgt daraus, 
dasB zwar einerseits auf der Umgrenzung eines jeden Parallelepipeds acht Ecken 
liogen, dass aber andrerseita in jeder Ecke auch gerade acht Parallelepipede 
aneiuandergrenzen. 

§ 6. Fondamentalbereiche der Deckschiebangeii. 

a) Au^uiikte. Die eindenüge Zuordnung von Gitterecken und Paral- 
elepipeden vollziehen wir zunächst flir den Aufbau nach WOrfeln, den wir in 




der üblichen Orientierung (vgl. z. B. Fig. G) aufgestellt denken. Durch eine 
beliebige Gitterecke P legen wir eine Kante horizontal nach vorne, eine zweite 



n 










Fig. 13. 



Fig. U. 




Fig. 15. 

Zantrteites Oblouenm Qud»ti- CsntTiertas Qnadre- Rhomboider, 

OhlonKum ashas Prisma. tischas Priami. 

horizontal nach rechts und eine dritte vertikal nach aufwärts, und ordnen dem 
Punkt P deiyenigen Würfel des Aufbaues zu, welcher drei seiner Kanten mit 
diesen Halbstrablen gemeinsam hat. Lassen wir P die Gesamtheit der Gitter- 
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pDnkte dnri^aufen, so ist damit fllr den Warfelaofbaa und analog anch fllr 
den nach beliebigen Prismen die Eindeutigkat herstellbar, indem im allgemdn- 
Bten Fall nur die Abweichung beatebt, dasa die dm H^bstrableu den positiven 
Oktanten eines tülgemeinsten EriataJIadisenkrenzes umgrenzen. Den in dieser 
Weise einem jeden Parallelepiped zugeordneten Funkt bezeichnen wir kurz als 
„Aufpunkt"' desselben, den ihm zugewiesenen Eem des Anfbaos aber als 
Fnndamentalbereicb der Schiebungen, welche aus einem Aoi^unkt die 
übrigen einengen. Dieser Bereich enthält also gleichwertige Funkte nicht in 
seinem In&em, sondern nnr auf seinem Rande. In welcher Weise ttlr einen 
Aufbau, der als zentrierte Anordnung von Prismen auffassbar ist, die Auf- 
pnnkte zu wählen «nd, brauchen wh- nicht weiter zu besprechen, da diese f^le als 
lueinanderfQgung zweier Piismenaof baue angesehen werden soUen nnd ifir diese 
beiden Teile des Aufbaues einzehi die Lage der Autpnnkte ermittelt werden 




Fig. 18. 

DniBsitlfei 

?ri>ii». 

Damit ist aber die Gesamtheit der 15 möglichen Fälle eriedigt, denn es 
lässt aich jeder derselben entweder aU ein einfacher oder zentrierter Aufbau 
nach Parallelepipeden auffassen; es sind diese Fälle in Fig. 8 — 22 dargestellt. 

§ 7. Wertigkeit der Aufpookte. 

a) Einführung der Wertigkeit. Sind die Punkte eines Raumgitters 
durch asymmetrische Bausteine ersetzt, so esistieren keine weiteren Deckbe- 
wegungen als Schiebungen, sobald dieselben aber symmetrisch sind, lassen me 
sich auch durch Drehungen um einen der Aufpnnkte vertauschen, wir schreiben als- 
dann jedem Aulpuukte eine Wertigkeit zu und verstehen darunter die Anzahl 
von Drehungen, weldie um diesen Pnukt so ausgef&hrt werden können, dass 
das Pnnktgitter in sich üt>ergehL Bei einem Aufbau nadi beliebigen Parallel- 
epipeden ist doch wenigstens noch die volle Umdrehung um diesen Punkt äne 
Deckbewegung des Gitters, wir schreiben wegen dieser als „Identität" zu be- 
zeichnenden Operation den zugehörigen Gitterecken die Wertigkeit 1 zu. 

In bezug auf die Fundamental bereiche ist noch zu bemei^en, dasa Sym- 
metrieachsen, welche dem Aufbau beigelegt werden, niemals in das Innere 
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der Fundam entall) ereiche eintreten können, da bierdurch die Forderung, dass 
nichts Gleichwertiges im Innern derselben sich befinde, verletzt würde. Somit 
können die Symmetrieachsen nur mit Kanten der Fnndamentalberdche zusam- 
menfallen. Bieraus folgt z. B. für einen Änfbau nach Rhomboedem, dass die 
in ihm vorhandenen dreizähligen Achsen eine Teilnng der Bbomboeder zur Er- 
langung der Fnndamentalberdche bedingen sobald wir die Bausteine nicht als 
streng mathematische Punkte behandeln, aondem ihnen eine beliebig kleine 
Ausdehnung imBchreiben. Nur wenn die physikalische Beschaffenheit der Bau- 
steine mit dieser Symmetrie unverträglich ist, können die Fnndament^bereiche 
der gesamten Deckbewegungen mit denen der Schiebungen identich werden, 
denn es kann sehr wohl der Fall eintreten, dass ein materielles Gitter nicht 
die vollen Drehbewegungen seines geometrischen Aufbaua besitzt, sondern z. B., 
falls asymmetrische Bausteine vorliegen, nur die Deckschiebnngen desselben. 

b) Aufirählung der Typen. Die Wertigkeit der Autpunkte läsat sich 
zu folgender Tabelle zusammenfassen: 

Systeme der Parallele pipede. Wertigkeit der Punkte. 

1) Asj^ietrischer Aufbau (Parallelepiped beliebig) 1 

3) Aufbau nach kl inorbomb Ischen Prismen 'J 

3) „ „ geraden rhomboidischen Prismen 3 

4) „ ,, „ rechteckigen Prismen 4 
Rhombus -Prismen i 
dreiseitigen Prismen 12 
vierseitigen Prismen 8 
Rbomboedem 6 
Würfeln 24 

10) „■ „ „ regulftrspezialierten Rbomboedem 24 
Systeme der zentrierten Farallelepipede. Wertigkeit der Punkte. 

11) Aufbau nach zentrierten rechteckigen Prismen 4 

12) „ „ „ Rhombus -Prismen 4 

13) „ „ „ vierseitigen Prismen 8 

14) „ „ „ Würfeln 24 

c) Unterscheidtuig einfacher imd zuBatnmengesetzter Fälle. Die im 
vorigen § angegebene Wertigkeit kann in allen FUllen mit Ausnahme der tri- 
klinen nnd monoklinen dadnrch auf die Hälfte vermindert werden, dass man 
bei den Hauptachsen die entgegengesetzten Richtungen fUr ungleichwertig 
erklärt, d. h. dadurch, dass man die Uraklappungsachsen fortlässt Die 
Fundamentalbereiche der so erhaltenen niedriger symmetrischen Bsnmteilungen 
setzeu sich aus je zwei ursprünglichen Fundament^bereichen zusammen, und 
zwar können bei Gittern vom n-Eckstypus dnrcb Zusammenfassung zweier ver- 
tikal fi herein anderstehender ursprünglicher Fundamentalbereicbe die neuen ge- 
wonnen werden. Nach Sohncke unterscheidet man diejenigen Fälle, welche 
der obeu angegebenen Weiligkdt entsprechen als „zusammen gesetzte", von den 
„einfachen", in welchen die Wertigkeit auf die Hälfte vermindert ist 
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Kapitel IL 
Die typißchen n-Punkter in ihrer Beziehung zn Banmgittern. 



§ 1. LückeDlose AusfQlluiig der KugeloberflSche. 

Für die gesamte geotnetrioche Kristallographie ist i\a& sclion im ersten 
Kapitel teilweise behandelte Problem von grosser Bedeutung: Auf wieviele 
Arten lässt sich der Raum durch kongruente Gebilde Iftckeulos 
ausfüllen? Hierbei ist mit AuafüUung ein Aneinanderreihen der Gebilde unter 
Vermadung mehrfach Überdeckter Stellen gemeint. Besitzen die Ausgangs- 
gebilde in allen Richtungen endliche (wenn auch „molekulare") Dimensionen, 
so kann jede solche RaumausftllluDg als Typus für die Struktur der einen Kri- 
stall erteilenden Materie betraclitet werden, indem mit den Ausgangabereich 
selbst Vorstellungen wie „Kristalimoleküle", „molekulare Wirkun gaphären" nsw. 
verbunden werden können. Aber auch schon wenn man sich die sehr viel 
einfacliere Anfgabe stellt, die makroskopisch sichtbare Begrenzungsform der 
Kristalle zn untersuchen, tritt die Bedeutung des obigen Problems hervor, und 
/war erhalten wir die hierbei in Betracht kommenden Bereiche, wenn wir 
jede Fläche durch den Kegel ersetzen, welcher jene Fläche zur Basis und den 
Kristallmittelpunkt zur Spitze besitzt, oder genauer ausgedrückt: durch die un- 
begrenzt verlängerten Mantelflächen dieses Kegels. (Besitzt der Kristall an 
sich keinen Mittelpunkt, so müssen seine sämtlichen FUicben zu Tangential- 
ebenen einer Konstruktionskugel durch Parallel Verschiebung gemacht und in 
deren Mittelpunkt die Kegelspitze verlegt werden.) Das Kristallpol j'eder sei 
als behebig komplizierte Kombination und sogar als so stark fazettiert vorge- 
stellt, dass von jeder Fläche nur ein verschwindend kleines Stück, ein Flächen- 
element, faktisch vorbanden, die nächste Fortsetzung dagegen bereits durch die 
Nachbarflächen abgestumpft ist, daher werden wir znr Vereinfachung der Aus- 
drucksweise nnr von Flächen dementen zn sprechen haben. Es soll nun gezeigt 
werden, dass die Gruppiemng und Art der zur Kristalloberfläche gehörigen 
kongruenten Bereiche manche Analogie aufweist mit den für die Kristalatniktur 
in Betracht zu ziehenden nnd beeonders von diesem Standpunkt aus soll die Klas- 
sifikation in 32 Gruppen besprochen werden. 
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Als komplizierte Kombination besitzt unser Rristallpolyeder zablr^cbe 
Äusgangsflächen nnd ea ist stets statthaft durch die Gesamthdt derselben einen 
Zusammenhängenden Bereich zu erfllllen, d. h. den Fall zu vermeiden, daas 
zwischen die Ansgangaflächen andere ihnen gleichwertige durch die Symmetrie- 
operationen dngeschobeu werden; alsdann zerfällt die Kristall oberdäohe in 
nebeneinander liegende Bereiche, welche der Bedingung gentigen, dasa die 
unter einander gleichwertigen Fläcbendemente in jedem derselben mit je einem 
Exemplar vertreten sind, dass aber andrerseits alle wirklich von einander ver- 
schiedenen flächenelemente in jedem der Bereiche vorhanden sind. Einen Be- 
reich, der dieser Bedingung genügt, bezeichnet man als Fundamentalbereich. 
Die Gesamthät der Ausgangsflächen nnseree Eristallpolyeders bildet alao einen 
der Fnndameatalbereiche, jeder mit dieser Gtesamtheit gleichwertige Inbegriff von 
Fischenelementen aber einen weiteren. Die Anzahl der Fundamentalbereiche 
ist also ebenso gross wie die Anzahl der unter sich gleichwertigen Richtungen. 

Die Kegel nun, welche im Eristallmittelpunkt ihre Spitze haben und je 
einen Fundamental berdcfa der Oberfläche überspannen, sind jene kongruenten 
Gebilde, durch deren Gesamtheit der Raum lückenlos ansgeflillt wird; ihre An- 
zahl betiitgt in den Holoedrieen 48, 24, 16, 8, 4, 2, je nachdem der regu- 
läre, hexagonale, tetragonale, rhombische, monokline, tilkline Fall vorhegt; in 
den Meroedrien aber beträgt ihre Anzahl den 2,, 4-, 8. Teil, je nachdem Halb-, 
Viertel- oder Achteldäcbigktit im Vergleich zur zugehörigen Holoedrie vorliegt. 

% 3. OmppeDeigenscbaften. 

Wenn wir zu einer Richtung alle mit ihr gleichwertig konstruieren und 
mit dem so erbiütenen StrablenbfiBchel eine Drehung ausfuhren, welche irgend 
zwei seiner Strahlen vertauscht, so muss das Büechel als Ganzes die ursprtiug- 
Uchen Richtungen wieder bedecken; man bezeichnet diese Eigenschaft ein in 
sich geschlossenes Ganzes gegenüber derartigen Drehungen zu bilden, ah Grup- 
peneigenschaft; es muBS nun die Gruppeneigenschaft von den Eichtungen auf 
deren Rugeldurchstossp unkte, die wir als Fiächenpole auffassen, übertragbar 
sein und von diesen wiederum auf Flächenelemente und endlich auf die Fun- 
damentalbereiche sich übertragen lassen. Hierbei erkennt man sogleich, dasa 
die Eonatruktionskugel lückenhaft bedeckt wird, so lange der Ausgangsbereich, 
zu welchem die gleichwertigen konstruiert werden, kleiner ist als ein Funda- 
mentalbereich; letzterer aber genügt gei'ade, um die Eonstruktionskugel lückenlos 
und unter Vermeidung von Doppelbeiegungen zu überdecken, aobald die Gruppe 
der Symmetrieoperationen auf ihn angewandt wird, 

Die Gruppeneigenachaft übertragen wir jetzt von den Polyedern auf die 
Kristallstmkturen; dieaen kommen zweierl» Deckoperationen zu: eratens die 
Symmetrieoperationen, welche ja auch bei den Kristallpolyedern eine Bolle 
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spieleo, zweitens Dedcschiebungeni äenn die Wachstum skrätte die dner Kii- 
atallmaterie innewohnen, suchen erstens gleichartige Bausteine in aqnidistanten 
Abständen und in paralleler Lage nebeneinander zu stellen, zwotens um ge- 
wisse Zentra herum Gleidiartiges in regelmässig gegen einander gedrehter Stel- 
lung zu gruppieren. Demnach sind Parallel Verschiebungen und auch Symmetrie- 
operationen d. h. Drehungen, resp. Spiegelungen, mit den Ansgangabereichen 
vorzunehmen und beide würden der Gruppeneigensdiaft Genüge leisten, sofern das 
Wachstum unbegrenzt fortdauerte. Die Drehungen um einen Punkt erzeugen 
nämlich aus änem einzigen Äusgangselement stets nur eine endliche Anzahl von 
gteichwertigenEIementen,dieParaUelverschiebnngen hingegen haben wirunbegrenzt 
weit fortzusetzen, bis der Gruppeneigenschaft genügt ist Denn diese Forderung 
lautet ja auch hier so, dass jeder Punkt der Struktur mit dnem andern sich ver- 
tauschen muss, wenn wir irgend zwei Punkte mittels der geeignet ott wieder- 
holten erzeugenden ParBJlelverschiebnngea vertanachen. Dieser Bedingung kann 
aber nur dadurch genügt werden, dass wir durch den gesamten Raum in der 
durch die erzeugenten Operationen bedingten Weise äquidistante Andnanderfu- 
gungen fortgesetzt denken; niemals kann ein im endlichen begrenzten Poly- 
eder die Gruppeneigenschaft der Scbiebungen erfüllen. Dennoch lässt sich der 
Begriff des Fnudamentalberdchs leicht auch auf die Gruppe der Schiebungen 
übertragen. 

g 3. FoDdainentalbereiche der Baumteilungen. 

Als Fundamentalbereich bezeichnet man auch bei den Strukturen 
einen solchen Bereich der Materie, der nichts Gleichwertiges dop- 
pelt, aber alles TJngleichwertige in je einem Exemplar enthält. 
Derselbe besteht aus einem oder mehreren Bausteinen, wobei wir im weitesten 
Sinne von der Vorstellung Gebrauch machen immaterielle oder „Äther"- Punkte 
oder Elektronen auf die Wirknngsphäre der Bausteine zu beziehen, so dass 
wir sagen können: Durch die Fnndamentalbereiche einer nnbegrenzt gross ge- 
dachten Kristallmaterie wird der gesamte Baum lückenlos ausgefüllt, während 
der einzelne Fundamentalbereich von der Grösseuordnung der Bausteine jener 
Eristallstruktur ist. Natürlich ist durch diese Definition die Gestalt der Fundamen- 
falbereiche keineswegs eindeutig bestimmt; da wir indessen lediglich solche Probleme 
behandeln werden, bei welchen es nur auf das Erkennen irgend einer Art der- 
selben ankommt, ist es statthaft die einfachste Form derselben za bevorzugen. 

An eine solche haben wir jedenfalls die Forderung zu stellen, dass sie 
einen in sich zusammenhängenden Bereich darstellt, denn an sich ist es durch- 
aus nicht unzulässig ein Raumelement zusammen mit einem beliebig ungleich- 
wertigen weit entfernten als Fundamentalbereich aufzufassen, z. B. vielleicht ein 
Na-Atom zusammen mit einem von ihm um eine Meile entfernten Cl-Atom als 

SommeifBldt, Phja. KriBtallographle. 2 
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Fmidamentalbereich för die Struktur dea Steinealzes, eine derartige Allgemeinheit 
der Begriffe ist aber unnötig. Denken wir nns den Fundameutalbereicli daher 
der Einfachheit wegen als zuBammenhängend, so ist ea noch möglich, an 
der einen, z. B. der linken Säte ein StQck ans dem Bereich herauazuBchneiden 
nnd an der rechten Seite durch ein ihm kongru- 
entes zu ersetzen (vgl. Flg. 23), die in dieser „er- 
laubten Abänderung" steckende Unbestimmtlieit 
können wir wiederuni dazu benutzen, die Gestalt 
der Fundamentalbereiclie möglichst änfach zu ma- 
ri B eben. Hierzu markieren mehrere kleinere benach- 

^ harte gleichartige Bereidie nnd führen durch kon- 

J tinuierlicJies Wachstum längs konzentrischen Krei- 

\ ' ' ^ Ben dieae kleinen Bereiche allmählich in Fundamen- 
albereiche über, indem wir die beim Aneinander- 
sioflsen der allmählich sich vergrössemden Ereise erhaltenen Lücken in sym- 
metrischer Weise auf die beiden aneinanderstOBaendenBereidie verteilen. 



g 4. Fundamental berei che der Symmetriegruppen. 

Für die folgenden Kapitel ist nun eine genauere Kenntnis der Funda- 
mentalbereiche von grösster Wichtigkeit. Dieselben behandeln wir ßlr die Sym- 
metrieoperationen nnd Schiebungen in einer vollkommen getrennten Weise und 
zwar zunächst für erstere. Als Objekt, an denen wir uns die Gruppienings- 
möglichkeit von Symmetrieachsen und -ebenen nm ein gemeinsames Zentrum 
klar machen, benutzen wir die sogenannten einfachen Formen der allgemeinsten 
Art in den betreffenden Gruppen. In der regulären Symmetrie leitet Bich diese 
einfachste Form vom Würfel, in der bexagonalen vom regelmäfieigen Sechseck, 
in der tetragonalen vom Quadrat ab, nnd zwar markieren wir, mit letzterer 
beginnend, zum Zweck dieser Ableitung ausser den Ecken noch die Kanten- 
halbierungspunkte des horizontalgestellten Quadrats nnd sein Fläch enzentmm. 
Durch die Ecken nnd Kantenhalbierungspunkte legen wir Radien des Quadrats 
und tragen auf jedem Eckradins eine Länge a, auf jedem kantenhalbierenden 
Radius eine andere lünge b ab. Mit den so erhaltenen Eckpunkten eines AchtediB 
verbinden wir zw« vertikal über und unter dem Flächen Zentrum stehende 
und zwar je um die EJlnge c von ihm entfernte Punkte und haben die 
so entstandene Doppelpyramide als die allgemeinste aus einer einzigen Aus- 
gaugsfläclie erzeugbare Form zu betrachten, welche der Quadratsymmetrie 
genügt; nun können die acht mittleren Ecken einer derartigen DoppelpjTamide 
zur Hälfte als Verallgemeinerungen der Ecken, zur Hälfte als Verallgemeinerungen 
der Kantenhidbiernngspunkte des Ausgangsquadrats aufgefasst werden und zwar 
ist eine Verallgemeinerung der Lage dieser Ecken im Vergldch zu einem Ko- 
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ordinatensystem gemelDt, welclies am einfachsteD von den Eckradien und von 
der dnrch ihren Schnitt gelegten VertikaleD gebildet wird. Aach können vir 
die obere und untere Ecke der Doppelpyramide als Verallgemeinerungen des 
Quadratzentmms anffassen, indem wir schon das Quadrat selbst als versehen 
mit einer Oberseite nnd Unterseite betrachten nnd von dem Fall, daas die 
Zentren beider Fläclieu im Nullpunkt liegen zu dem allgemeineren Obei^hen, 
in welchem sie um c vom Nullpunkt abstdien. Unter den 16 dreiSädiigen 
Ecken, welche ihre Spitze im Zentrum der Doppelpyramide haben und je eine 
Fläche derselben umspannen, ist mit einer beliebigen derselben die Hälfte der 
Bereiche kongruent, die andere Hälfle spiegelbildlich und diese 16 Ecken sind 
Fundamentalberdche gegenüber den Sj-mmetrieoperatiouen des Quadrats, denn 
sie enthalteu unter der Gesamtheit von Richtungen, welche sich Oberhaupt 
durch das Qoadratzentrum legen lassen, keine zwd gleichwertigen, von allen 
ungleichartigen aber je ein Exemplar; auch füllen diese körperliclien Ecken, als 
Ceeamthdt betraclitet, den Raum gerade lückenlos aus. 

Eine etwas veränderte Auffassung greift jedocli Platz, sobald wir das 
Quadrat nicht durch seine gesamten Symmetrieoperationen, sondern nur durch 
seine Drehungen erzeugt denken nnd dasselbe daher nicht mit seinem Spiegel- 
bild, sondern nur im direkten Sinne sich selbst kongruent setzen. Alsdann 
bietet sich keine iVIöglichkeit zu einer Ausgangsfläche der Doppel pyrami de die- 
jenigen zu erzengen, deren Begrenzimgsdreiccke sich spiegelbildlich zu demjenigen 
der Ausgangsfläche verhalten. Dalier wird der Fundamental bereich von dem 
Inbegriff zweier angrenzender spiegelbildlicher körperlicher Dreiecke gebildet; 
insbesondere können wir zwei sich zu einem Raumokfanten zusammenfügende 
Dreiecke gemeinsam als Fundameutalbereicli gegenüber den Drehungen eines 
Quadrats anffasaen; man hat somit als Fundamental bereich der Oesamtsymme- 
trie den sechzehnten Teil des GesamtbOndels, hingegen als denjenigen der 
Drehnngssymmetrie eines Quadrats den achten Teil desselben aufzufassen. 

Alle diese Überlegungen lassen sich vom Quadrat auf das Sechseck, Tetra- 
eder und Oktaeder übertragen. In allen Fällen betragt die Anzalil der Fun- 
damentalbereiche für die Gruppen der Drehungssymmetrie das Doppelte, ftr 
die Gruppen der Gesarotsymmetrie das Vierfache von der Kantenzahl des zu 
Grunde gelegten regelmässigen Körpers. Demnach umfasst in der Drehungs- 
gruppe des Seclisecka und Tetraeders jeder Fundamental bereich den zwölften 
Teil der Kugeloberfläclie, in derjenigen des Oktaeders aber den vlenindzwan- 
^gsten Teil. 

Ebenso wie wir die n-Ecke der Ebene hierbei am zweck massigsten als 
den Grenzfall eines zwischen den betreffenden Ecken sich erstreckenden Kör- 
pers autfassten, können wir auch den Grenzfall, dass nicht einmal mehr eine 
iläche, sondern nur noch eine Linie zwischen den Eckpunkten eingespannt 
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erscheint, berttckaichtigen tmd man gelangt zu diesem Fall, wenn man sich die 
Eckenzahl mehr nnd mehr abnehmend denkt bei dem Fall n =: 2, der auch 
als „Zweieck" bezeichnet werden kann. Ebenso wie wir das Qaadrat beim 
Ersatz jeder Seite dnrcb eine in der Mitte geknickte Gerade in ein gleidiaym- 
metrisches Achteck umwandelten, leiten wir aui^ jetzt ans der zwisclien A 
und ä' eingespannten Geraden einen Bbombua ab, dessen eine Hälfte die Seite 
Aä' und dessen andere Hälfte die Sdte A'A ersetzt, ab; man bezddinet aus 
diesem Gmnde die Symmetrie dieses Falles als riiombisch. Die Drehungs- 
Symmetrie dieses Falles besteht ans drei aufeinander senkrechten Umklappnngs- 
achsen, die Gesamtsymmetrie nmfasst ausserdem drä durch sie paarweise hin- 



Als weitere Fälle ziehen wir di^enigen in Betracht, in denen die Sym- 
metrieoperationen keine Vertanschung der Ober- und Unterseite bei den ge- 
nannten n-Ecken bewirken; es fehlen mithin die Umklappungsachsen der n-Eoke 
und nnr die n-ziUüigen Hauptachsen und übrig geblieben, man bezeichnet diese 
F^le als di^enigen der offenen n-Ecke nnd zwar deshalb, wal ihnen o^ne 
Pyramiden als allgemeinste Formen entsprechen. Es leiten sich derartige FHIle 
vom Sechs-, Vier-, Drei-, Zweiei^ ab, als letzten ,können wir den assymme- 
trischen Fall hinzunehmen und erhalten so insgesamt 11 Gruppen der reinen 
Drehungssy m metrie. 

g 5. Bie Polflgnren der allgemeinsteii einfachen 
Erlstallformeii. 

Von besonderer ^chtigkeit fllr die folgenden Kapitel ist es die Berüh- 
rungspunkte einer allgemeinsten einfachen Form, welche der Konstruktionskugel 
umbeschrieben ist, auf der Kugel zu markieren, man bezeichnet den Inbegriff 
derselben als „Polfigur" der betreffenden dnfachen Form. FDr das offene 
Sechs-, Vier-, Drei, Zweieck besteht eine solche bezüglich ans einem ebenen 
Sechs-, Vier-, Drei-, Zweipunkter, für die Gruppen der nämlichen aber ge- 
schlossenen n-Ecke hingegen aus einem der oberen Hidbkugel angehSrigen 
n-Punkter, zusammen mit einem der unteren Halbkugel angehörigen n-Punk- 
ter. Natürlich liegen die Ebenen der Doppel- n-Punkter horizontal, sind gleich 
weit entfernt vom Äquator und die 2 n- Punkte eines jeden liegen so, daas 
de sich bei Umklappung um die äquatorialen Symmetrieachsen vertauschen. 
Man bezeichnet die betreffenden allgemeinsten Formen als Trapezoeder und 
kann demnach trigonale, tetragonale, hexagonale Trapezoeder unterscheiden. 
Im rhombischen System kann man die entsprechende Form einfacher als den 
Inbegriff zweier Keile auffassen, von denen der eine der oberen Halbkugel, der 
andere der unteren Halbkugel umbeschrieben ist; diese einander kongruenten 
Köle sind so gestellt, dass sie bei den Umklappungen um die horizontalen 
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Achsen des zn Onmde gelegten Rhombus sich vertanschen. Han bezeichnet 
die betreffende Form als rhombiBohea Doppelsphenoid. 

Diesen Formen lässt sich als allgemeinste Form der asymmetriecben Gruppe 
die Einzelfläche nnd femer die allgemeinste Form der ümklappungagmppe 
(= monokline Hemimorphie oder Drehungsgmppe des offenen Zweiecks) hin- 
znttlgen. Diese Form wird als einfaches Splienoid oder „Zwäflach" bezeichnet. 
Sämtliche Polyeder dieser 11 Omppen wnd den von ihren Gegenfläcben ge- 
bildeten nur spiegelbildliob, nicht aber deckbar; man bez^chnet solche Polyeder 
als „gewendet" und unterscheidet je zw^ zu einander spiegelbildliche durch 
die Bezeichnungen rechte und linke Formen. Die rechten einfachen Formen 
bedecken mit ihren Räcbenpolen die eine Hälfte der Fundamentalbereidie, die 
linken die andere Hälfte, und zwar stimmen die Trennungsebenen, welche das 
Gebiet der rechten Hälfte von dem Gebiet der linken HaJfte trennen, genau 
überein mit den Symmetrieebenen, weldie die zugehörige Geaamtsymmetriegruppe 
vor der in Betracht gezogenen DrebuugBsymmetriegruppe voraus hat. 

Die Polfiguren der allgemeinsten Formen in der Drehungsgmppe des Okta- 
eders entstehen dadnrcli, dass wir jede Oktaederfläche in sechs abwechselnd 
kongruente nnd spiegelbildliche Dreiecke durch Konstruktion der Höhen zer- 
legen, eines dieser Dreiecke als „Auagangsdreieck" auslassen, in ihm einen be- 
liebigen Punkt als „Flächenpol" markieren und in den Übrigen entstandenen 
47 Dreiecken an homologer Stelle Hächenpole annehmen. So erhalten wir 
zugleich die Polfiguren von zusammengehörigen rechten und linken Formen, 
indem nämUch die eine derselben den Äusgang^ol und alle in den mit dem 
Auagangsdrdeck deckbaren Dreiecken gelegenen Flächenpole umfaast, die an- 
dere Polfigur aber umfasst alle diejenigen Fläcbenpole, welche in den mit dem 
Ausgangsdreieck spiegelbildlichen 24 Fundamentalbereicben gdegen sind. Man 
bezeichnet diese Polfiguren als rechtes resp. linkes Pentagonikositetraeder. Be- 
achten wir, dass ein Oktaeder als Inbegriff von Tetraeder und Gegen tetraeder 
aufgefasst werden kann, so ergibt sich sogleich: Man braucht nur in der Ok- 
taedersymmetrie diejenigen Operationen fortzulassen, welche das Tetraeder in 
sm Gegentetraeder überiUhren, um auch das Pentagonikositetraeder in die- 
jenige allgemeinste Form umzuwandeln, welche der Drehungsgruppe des Tetra- 
eders zukommt. 

Die Polfigur dieser als „tetraedriscbes Pentagondodekaeder" bezeichneten 
Form erhatten wir ausserdem auch in ganz analoger Weise durch Fällen der 
nSchenhShen und Konstruktion homolog gelegener Punkte innerhalb der Teil- 
dreiecke beim Tetraeder. Wiederum entstehen die rechte nnd linke Polfigur 
zugleich, wie denn ja auch 24 abwechselnd deckbare und spiegelbildliche Teil- 
dreieeke auf der Tetraederoberfläche voriianden sind. Die körperiichen Drei- 
ecke, welche vom Tetraederzentrnm aus ateSpietze diese Teildreiecke umspannen, 
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bilden die Fundamentelbereiche der Tetraedergruppen und zwar jeder einzeln 
genommen den Fandamentalbereich der Oeaamtgruppe, je zwei angrenzende 
vereinigt aber den Fnndamentalb ereich der Drehungsgrappe des Tetraeders. 

g 6. HalbregelmSssige Polygone. 

Bei den Gruppen der geschlossenen n-£lcke nimmt die Vertikalprojektion 
der Polfiguren, sofern dieselbe innerhalb der Äquatorebene konstruiert wird, eine 
besonders einfache Form an und ist als ein sogenanntes „halbregelmässiges 
Polygon" aufzufassen. 

Man bezHchnet als halbregelmSsaig solche Vielecke, die lauter gleiche Po- 
lygonwinkel besitzen, wälirend unte^ den Seiten jede mit der übernächsten 

Fig. 24. Fig. 25. Fig. 26, Fig. 27. 

gleich ist. Auch lässt sich sagen: Wird auf jede Seite eines regelmässigen 
Polygons ein ungleiehscbenkliges Dreieck anfgesetzt und sind die Winkel des 
durch diese Vergrösaerung entstandenen Polygons sämtlich gleich gross, so heisst 
dasselbe halbregelmäsdg. 

Den Beweis, dass wirklich die auf den Äquator projizierten Flädienpole 
eines Trapezoeders ein halbregelmässiges Polygon bilden, liefern wir nnr (ttr 

o 

o o 
o o 

Fig, 30. Fig. 31. 

den tetragonalen Fall (Fig. 24), da fUr die übrigen n-Ecke der Beweis ein 
_ vollkommen analoger ist. Es muss sich durch die genannte Projektion der 
Polfigur ein Kreis legen lassen und zwar bilden die von Flächenpolen der 
oberen Halbkngel herrührenden Projektionspunkte I, II, III, IV ein diesem 
Kreis embeschriebenes Quadrat, die vier von Flächenpolen der unteren Halb- 
knngel herrührenden 1, 2, 3, 4 ein ihm kongruentes Quadrat, beide Qoadrate 
aber sind so konzentrisch in einander gestellt, dass sie symmetrisi^ in Bezug 
auf die vier Umklappangsachsen des Trapezoeders liegen. (Zur Erklärung von 
Fig. 24 vei^leiehe auch die Bemerkungen zu den Tafeln.) Der Fall des 
Zweiecks erfordert noch die Anmerkung, dass in ihm die beiden konzentrisch 
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in einander geetellten Polygone in gerade Linien anearten, welche ein durch 
die Umklappungsachsen symmetrisch geteiltes Rechteck bilden. 

Da in den folgenden Kapiteln bei der Beaprediung der regelmässigen 
Punktsysteme Sohnckes die Drehungsformen der n-Ecke eine besonders wich- 
tige Rolle spielen, so sind dieselben mit Ausnahme dee schon durch pig. 24 
dargestellten quadratischen Falles in den Figg. '25—31 durch die mit Fig. 24 
übereinstimmende Projektionsart dai^eeteltt, nämlich durch senkrechte Projek- 
tion der zugehSrigen Polfiguren auf die Äqiiatorebene; und zwar sind die auch 
als Punkte vorstellbaren Flächenpole als kleine Flächeneleniente, welche die 
Konatmktionskngel berühren, gedacht. Dadurch wird es ermöglielit, in den 
Figg. 24 — 31 darzustellen, dass von den Flächenpolen selbst die halbe Anzahl 
oberhalb, die andere halbe Anzalil unterhalb der Äquatorebene liegt, indem 
dieser Umstand durch die teilweise Überdeckung der kleinen Kreise angedeutet 
werden konnte. 

Ferner ist es fttr die Sohnckesclie Theorie von Wichtigkeit, die Funda- 
mentalbereiche der n-Ecksgruppen durch eine ebene Zeichntmg wiederzugeben; 
ea läset sich dieses dadurch erzielen, daes man durch ^- f.. 

den Südpol der Konstruktiooskugel ein Strahlenbflndel //^ r-^xN 
legt und jeden Punkt, in welchem em solcher Strahl L—// | \v \ 

die Kugeloberfläcbe dnrehstÖBBt, durch denjenigen Punkt , | , 

■wiedOTgibt, in wdchem derselbe Strahl die Äquatorial- i \vj \y/ 

ebene durchstösst. Eine derartige Übertragung der V. ^ f 

Kugeloberfläche anf die Äquatorebene bezeichnet man als 

Stereograph lache Projektion, flg. 32 stellt die einzel- F'g' 32. 

nen Fnndamentalbereicbe der Drehungssymmetrie eines Quadrats dar; die Ecken 

derselben können auch dadurch erbalten werden, dass man die Durchstoss- 

punkte der Symmetrieachsen atereographiach auf den Äquator abbildet. 

Die flg. 32 läfiat aich indessen auch so auffassen, daaa aie die verschie- 
denen Oktanten, wetclie zwiachen den Halbstrahlen des tetragonalen Aclisen- 
kreuzes liegen, darstellt; in ähnlicher Beziehung stehen auch in den übrigen 
Systemen die Fundamen talbereiche und Achsenkreuze. 

§ 7. Die DeckachlebuDgen einer Struktur. 

Nachdem wir so die Fnndamentalbereiche der Deckdrehungen von Kri- 
stallpolyedem besprochen haben, könnten diejenigen der Deckscliiebnngen 
in den bisherigen Strukturarten behandelt werden, es ist indeaaen sogleich er- 
sichtlich, dass dieselben bei den 14 li^Ien der gitterfiSrmigen Ranmteilung 
identisch sind mit den „Kernen", welche auf S, 12 besprochen wurden, während 
dem Anfbau nach hesagonalen Prismen offenbar ein einzelnes dieser Prismen 
als Fundamental bereich zukommt. Jedoch ändert sich die Grösse der Funda- 
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mentalbereiche Bobald die Wertigkeit der in den Schuittpniikteii der TrenniuigB- 
ebenen gedachten materiellen Pnnkte grösser als 1 angenommen wird, sobald 
also die Symmetrie der Struktur nicht durch den matbematiecben Ort der mate- 
riellen Punkte, sondern auch dnrch deren eigene Symmetrie erklärt wird. Die 
Zuhilfenahme dieser Symmetrie wurde zuerst von Brarais benntzt und nament 
lieh zur Ei^lämng der meroedriechen EriBtallformen verwertet. 

Man braucht jedoch nicht gerade in den Schnittpunkten der zwischen den 
Kernen befindlichen Trennungsebenen uch die materiellen Punkte zu denken, 
sondern hat vielmehr ein solches Punktsystem als „speziell" zu bezeichnen im 
Vergleich zu den „iülgemeinsten", die ans einem beliebig innerhalb dnee Kernes 
angenommenen Ausgangspunkt durch Anwendung der Decksoliiebungen des 
Gitters erzeugt werden können. 

Femer kann eine Pnnktgruppierung dadurch konstruiert werden, dasB 
man einen auf der Kontur der Kerne aber nicht gerade in den Ecken gele- 
genen Punkt zum materiellen Ansgangapunkt P macht und demselben minde- 
stens diejenige Symmetrie 'zuschreibt, welche dasjenige Strahlenbündel besitzt, 
das ibn mit der Gesamtheit der Baumteilungsecken verbindet Die Symmetrie 
dieses StrahlenbUndels wollen wir als die „auf die Raumteilungsei^en bezogene 
Symmetrie von F" bezeichnen. In einem solchen Punktsystem nehmen die 
Fundamental bereiche ebenfalls nur einen ganzzahhgen Bruchteil der von den 
Einheiten der Raumteilung erfllUten Volumens ein. Die Zerlegung letzterer 
kann wegen des Prinzips der erlaubten Abänderung (vgl. 3. 1 8 und Fig. 23) möst 
sehr verschiedenartig sein, nur muss der Bedingung genügt werden, dass Sym- 
melrieaclisen, Symmetrieebenen oder Symmetriezentren niemals in das Innere 
der dnrch Zerlegung entstehenden Bereiche eintreten. 

§ S. HauptkSrper^ und Kaamelnheiten. 
a) Büdung derselben. Als Hauptkörper emes regelmSssigen Aufbaues 
von Punkten sollen diejenigen bezeichnet werden, auf deren Grenzebenen weh 
Pnnktnetze mit der gröastmöglicben Dichtigkeit, welche in den betreffenden Gittern 
existiert, sich befinden. Als Raumeinbeiten sollen die einzelnen Spieliüume 
bezeii^et werden, welche um die Gitterpunkte in mitglichst symmetrischer 
Weise gelegt werden und insgeeamt den Raum vollständig und emfacb Über- 
decken. Man erlangt diese, einer Kugel umbeschriebenen und als möglichst 
symmetriesche „Fundamentalbereiche" zu bezeichnenden Figuren, wenn man sie 
durdt kontinuieriiches Wachstum nach den Angaben der S. 18 erzengt und 
niemals von dem Prinzip der eriaubten Abänderung Gebrauch macht. Beson- 

' Die Wahl dieses Wortes schlieast sich an eine von den Obersetzem der „Etu- 
des cryst." Bravais' gebrauchte Bezeichnung an; auf pag. 26 der Übersetzung 
(Ostwalds Klassiker Ko. 90) wird das Wort „Hauptdreieck" in analogem Sinne 
benntzt. 
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ders mfach ist die Geatalt der Hanptformeu und Raumeinheiten in demjenigen 
fiüheren Fällen, welche sieb unmittelbar (d. h. ohne Besetzung der Zentra oder 
Flächenzentra) aus den regelmSaugen Körpern ergeben und sie stimmen dort 
mit den Elementarparallelepipedeu Uberein. 

Stellen z. B. die Punkte 1—8 in Fig. 20 die Ecken dnes nach WUrfehi 
erfolgenden Aufbaues dar, eo ist der zwischen diesen acht Punkten hegende 
Würfel zugHch die Hanptfonn des Gitters; um die zugehSrige Eaumemheit 
zu erhalten lege man um jeden der Punkte 1 — 8 je eine kt^ne Kugel, und 
lasse sie in übereinstimmender Grösse bis zur gegenseitigen Berührung, welche 
in den Halbierungspunkten der Würfelkanten erfolgen muss, anwachsen. I^un- 
mehr hat die Vergrösserung so zu erfolgen, dass der zwischen den acht Ku- 
geln liegende Hohlraum des Würiels auf alle acht Kngeln in gleicher Weise 
verteilt wird, dass die gem^samen Tan gen talebenen je zweier Kugeln als 
Trennnngsebenen fun^eren, wodurch ein Zusammeustossen der acht Bamnein- 
heiten im Mittelpunkt bewirkt wird und die Baumeinheiten demnach Würfel 
werden, welche mit den UauptkCrpem kongruent sind. 

In dem Fall, dasa der Aufbau nach zentrierten Würfeln erfolgt, würde 
bei mnem ebensolchen Wachstum dem Wflrfelzentrnm kmn Spielraum übrig 
bleiben^ man muss daher jede der Kugeln nic^t nur 
längs der WürfelSächen, sondern auch längs der Oktaeder- 
flächen (da diese z. B. in Hg. 21 auf den Verbindnngs- 
kanten Ol, 02, 03 usw. senkrecht stehen) beim Wachs- 
tum abplatten; in der Tat lässt sidi beweissen, dass 
durch ein so entstehendes und in Fig. 33 dargestelltes 
„Kubooktaeder" der Baum lückenlos ausgefiillt werden 
kann. Die Mittelpunkte Q, E, S, T der Vorderflächen 
von den dortigen Kubooktaederhälften lassen sich als 
Mittelpunkte der von vorne nach hinten laufenden Kanten i 
fassen, dessen Hinlerflächenzentrum mit dem Mittelpunkt U des Quadrats zu- 
sammentällf, welches die Grundfläche des zwischen den vorderen Kubooktaeder- 
hälften beflndlichen ganzen Zwischenraumes bildet. Es wird dieser Zwischenraum 
von den Seitenflächen P, ?', P", P; begrenzt und kann gerade durch die 
hintere Hälfte eines tUnften Kubooktaedera ausgefüllt werden, dessen Mittelpunkt 
mit dem Zentrum des Quadrats QRST zusammenfallen würde. Es stimmen 
also die Zentra der ersten vier Kubooktoederflächen mit Ecken, diejenigen 
des fünften mit dem Zentrum des genannten Würfels überein und durch Fort- 
setzung des Kubooktaederanfbaues lässt sich somit dem nach zentrierten Wür- 
feln erfolgenden Aufbau eine Raumteilung zuordnen, die nicht wie früher längs 
Gitterfläohen erfolgt, sondern zwischen den Gitterpunkten hindurch den Aufbau 
zeriegt. Die Punkte Q, R, S, T, U entsprechen den Punkten 0—4 der Fig. 21. 
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Gehen wir jetzt zu dem Aufbau nach Würfeln, deren Flächen zentriert 
sind, Ober, so ergibt sich als Hauptform desselben sogidch das Oktaeder; um 
die ßaameinheiten abzuleiten konstmieren wir einen Schnitt durch eine Wflrfel- 
fläche der Fig. 22 und erkennen, daea durch ein den Dif^nalen 13 und 14 
paralleles Quadratsystem den Wlirfelecken und Flächenmitten in den Schnitt- 
ßguren die gesuchten Spielräume zugewiesen werden. 

Gehen wir jetzt zu dem durch flg. 23 dargestellten i^umlichen Gebilde 
Über, Bo ergibt äeb hieraus, dass die um den Punkt konstruierbare Kaum- 
einheit mittels der Tier (durch die geetriobelten Linien gelegten) Bhombendode- 
kaederflächen 110, iTo, TlO, TTo «ch von den um die näehBtIiegenden Wür- 
felecken konstruierten Raumwnheiten abtrennt. ITm nun auch die Trennung 
von den näidistliegenden vier Oktaederecken 1, 2, 3, 4 zu vollziehen, muss man 
vier Ebenen in den Mittelpunkten von Ol, 02, 03, 04 senkrecht auf diesen Ebe- 
nen errichten, es sind das aber die Rhombendodekaederflächen 011, 011, 101, 
101. Ebenso et^ben sidi als diejenigen Begrenzungsebenen unserer Raum- 
einheit, durch weldie man von zu den Spielräumen der vier nächsten unteren 
Oktaederecken schreitet die vier letzten Rhombendodekaederflächen. Demnach 
ist die gesuchte Raumeinheit nichts anderes als ein Rbombendodekaeder. In 
der Tat lässt sich leicht einsehen, dass eine AneinanderfQgung kongruenter und 
parallel gestellter Rhombendodekaeder den Raum lUokenlos auszufallen gestatten. 
Denn man gehe, um einen solchen Aufbau von Rhombendodekaedern zu er- 
zeugen, von einer Äneinanderfhgung von Würfeln aus, welche abweehaebd 
schwarz und weiss bezeichnet seien, so dass schachbrettfilrmige Flächen ent- 
stehen, und dehne die halbe Anzahl, z. B. die schwarzen, dieser WQrfel auf 
Kosten der anderen halben Anzahl (etwa der weissen), durch Anfsetzen von 
vierflächigen Pyramiden zu Rhorabendodekaedem aus. Dadurch wird ein jeder 
weisser Würfel gerade aufgebraucht und zwar auf die sechs an seine Flächen 
angrenzenden schwarzen Würfel verteilt. Die somit als spezielle f^le von 
Pyramiden würfeln erzeugten Rhombendodekaeder be«tzen ans diesem Grunde 
den doppelten Rauminhalt von diesen Würfeln. 

Um nun die HauptkSrper und Raumeinheiten in den nicht zum regulären 
System gehörigen Gittern abzuleiten, braucht man nur zu bedenken, wie die 
regulären Gilt«r als spezielle FMe der niclit regulären in § 4 anfgefasst wur- 
den. Es milssen in dem allgememeren und spezielleren Gitter diejenigen For- 
men, welche »nander homolog sind, gleiche kristallographische Indizes (bei 
analoger Wahl der Achsen) beatzen und es ergibt sich somit der durch fol- 
gende Tabelle und an den Figg. 8 — 32 verifizirbare Zusammenhang zwischen 
Hauptkörpem und Raumeinheiten: 
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Die typischen n-Funkter in ibrer Beziehung zu Bsumgitteni. 
Art des Gitters: UauptkSrper: ItAumeinheit: 

Trilcliner Aufbau 

Aufbau nach geraden rhom- Kombin. der drei Pinakoide v 

boid. Prismen (100), (010), (ÜOl) eoenso. 

Aufbau nach klinorhombi- Basis nebst Vertikalprisma „t,„_„„ 

sehen Prismen (001), (110) eoeneo. 

Autbau nach Oblongen Oblongum (100), (010), (001) ebenso. 

c-.,™^;,. „„n.,,.. ,. rii„~, rhombische Verallgetneine- 

Aufbaunachzentr.Oblongen Hsma flOiriÖlil^' "*"« ^^^ Kubooktaeders 



Aufbau nach Rhombus- rhomb. Yortikatprisma nebst 
prismen 



(100), (010), (001), (111). 
ebenso. 



■ .. , ri 1 -j Kombin. von Längs-, Quer- 

rhombischeDoppelpyrannde ^„^ Vertikalprisma^ 
*■ ' (011), (101), (110). 

Aufbau nach Rhomboedem Rhomboeder (Toil) ebenso. _ 

Aufbau nach dreiseitigen Dreiseit, Priama(lM0)neb8t hexagonales Priama (1120) 

Prismen Basis (0001) nebet Basis i,0001). 

Aufbau nach quadratischen Tetr. Prisma nebst Basis l 

Prismen (100), (001) ^^^^^°- 

Autbau nach zen^erien Te^agon. Doppelpyraxnide '^^.;;;f;Ä kÄÄ; 
quadratischen Pnsmen (Ilü) ,jqÄ qj^, 

Aufbau nach Würfeln Würfel (001) ebenso. 

Aufbau nach zentr. Würfeln Rhomb endodekaeder (110) Kubooktaeder. 

''"«Z ITM,.'J""'''° "" »'■«>«'•' ("') Rh,>nl..ndodek..äer (110). 

Die hier als Raumeinheiten bezeichneten Körper mnd 1) sämtlich dazu 
geeignet, den Raum durch AneinanderfQgung von unbegrenzt vielen kongru- 
enten Exemplaren lückenlos auszufUUen und enthalten 2) sämt- 
lich die Begrenzungeebenen paarweise, d. h. zu jeder Begren- 
znngsSäche existiert eine von gleichartigen Kanten umgrenzte Ge- 
genflädie. Umgekehrt aber wird die Gesamtheit deijenigen Kör 
per, welche diesen beiden Bedingungen genügen, nicht durch diese 
Tabelle erschöpft, sondern es es^stiert im regulären System noch ein F'g- 34. 
weiterer derartiger Körper, welchen man passend als verlängertes Rhomben- 
dodekaeder bezeichnen kann. Für die übrigen Systeme kommt dasselbe Poly- 
eder, jedoch homogen deformiert in Betracht. 

Das verlängerte Rhombendodekaeder (vgl. Flg. 34) wird von vier regel- 
mSsaigen Sechsecken nnd acht Rhomben begrenzt, und es können die flächen 
dnrdi Parallel versdiiebung aus einem gewöhnlichen Rhombendodekaeder abge- 
leitet werden. 
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Kapitel III. 

Beschreibungen der 25 Punktsysteme der typischen 
n-Pnnkter. 



Vorb emerkong. 

GemSas den Ausftthrungeii des vorigen Kapitels können wir die früheren 
16 FlUle von Ranmfeilungen auch als AneinandertÜgungen von Fundamental- 
bereicben auffassen und die zngehSrigen PnnktvertdluDgen als in den £!cken 
dieser Fnndamentalberdche befindlich; aber wir können jetzt fortf^ren: es 
liegt käu zwingender Omnd vor gerade die Ecken der Fnndamentalbereiche 
mit Punkten zu besetzen. Wir wollen vielmehr jetzt fragen: Welche neuen 
Fälle erzielt man, wenn der materielle Ausgangspunkt aus den Ecken der Fnn- 
damentalbemche in das Innere derselben veriegt wird? Wird eine derartige 
Vet^dening in beliebiger Weise an unem symmetrischen Gitter vorgenom- 
men, Bo bat man nicht nur die Deoksdiiebungen, sondern auch die Symmetrie- 
operationen desselben auf den Ausgangspunkt anzuwenden. 

Die Deckschiebungen allein erzeugen aus dem Ausgangspunkt ein solches 
Gitter, welches kongruent demjenigen ist, das von den Ecken der Fundamen- 
talbereicbe gebildet sdn würde; die Symmetrieoperationen aber, die wir alsdann 
auefOhren, erzeugen ans diesem Gitter so viele weitere Gitter, als die Anzahl 
der nichtidentischen Symmetrieoperationen beträgt. Denn da ja die Achsen, 
um welche diese Symmetrieoperationen erfolgen, nicbt in das Innere der Fnn- 
damentalbereiche nach pag. 17 eintreten dürfen, während der Ausgangspunkt 
(und daher auch alle Punkte des erst«n Gitters im Innern der Fundamenlal- 
bereiohe liegen), so darf keine der Symmetrieoperationen das erste Gitter in 
sich flberfOhreu. Statt von «nem einigen Punkt auszugehen, kann man aber 
auch auf ihn von vornherein die um den näclistliegenden Aufpunkt (S. 1 2) möglichen 
Symmetrieoperationen auf ihn anwenden, d. h. so viele Operationen als der Sym- 
metriegrad des Gitters betiägt; auf das so erzeugte Ausgaugsobjekt braucht 
man alsdann nur noch die Deckschiebungen des Gitters anzuwenden, um den 
gesamten Deckbewegnngen der Gruppierung zu geuQgen. Die durch das 
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folgende Kapitel za erledigende Frage lautet daher: Wie ISsBt sich in jedem 
der 15 früheren Rille die Symmetrie bei der verallgemdnerteii Lage der 
AnBgangspnnkte aufi^cht erhalten? Es ist das nnr dadurch möglich, dass man 
sich jeden Anfpunkt des Gitters nicht einfach dmob einen materiellen Punkt, 
sondern so viele derselben, als seiner Wertigkeit n entspricht, ersetzt denkt. 
Einen n- wertigen Punkt (pag. 13) können wir geradezn als die Vereinigung 
von n koinzidierenden Punkten auffaflsen und diese Punkte haben wir jetzt 
«nzehi ans ihrer antänglich koinzidierenden Lage heranszubewegen und zwar 
so, dafls die Gesamtheit der n Punkte der Gittersymmetrie genügt; diese Ge- 
samtheit wird kdnfUg als n-Funkter bezeichnet werden. Dieselben können wir 
auch als Polfiguren derjenigen allgemeinsten Form auffassen, welche gleiche 
Achsensymmetrie mit der Punktgruppierung besitzt Die hierdurch sich erge- 
benden 15 Fälle beschraben wir Jetzt im einzelnen in den folgenden §§. 

g 1. Achsenloses Banmgltter. 

Dieses entspricht dem Fehlen jeglicher Achaensymmetrie, daher besteht 
kön Unterschied im Vergleich zu pag. 6 (vgl. auch f^g. 8). Ein Stabmodell 
dieses Gitters ist in Taf. I, Iflg. 35 und eine Projektion desselben in Taf. I, 
flg. .^6 abgebildet. Die Projektionsart dieses |nnd aller späteren Stabmodelle 
ist im Anhang erläutert 

g 3. Zwelzähliges S&alensystem. 

Wir gehen aus von der Anordnung nach geraden rhomboidischen Säulen der 
Fig. 10. Die Symmetrie besteht in einer zweizäbligen Achse, folglich ist jeder 
materielle Punkt zweiwertig und ist daher durch einen Zweipnnkter zu er- 
setzen; jeder von dieEen Zweipunktera kann als Folfigur der pag. 20 erwähn- 
ten allgemeinsten Form der monoklinen Hemorphie, nähmlich eines Zweiflachs 
aufgefasst werden. (Vgl. das Stabmodell Taf. I, Fig. 37 und 38.) 

% ä. System der kUnorhombischen SSnle. 

Wird von der Anordnung nach klinorhora bischen Prismen ausgegangen 
(Big. 9), 80 ist ebenso wie im vorigen § jeder materielle Punkt zweiwertig und 
muB8 durch einen Zweipnnkter ersetzt werden, der wiederam als Polfigur eines 
Zwäflachs asfgetässt werden kann. (Vgl. das Stabmodell Taf. I, Fig. 39 und 40.) 

% 1. System der rechteckigen SSale. 

Jeder Aufpunkt ist vierwertig, und zwar sind die drei nichlidentischen 
Operationen denen er genügen muaa: Di-ehung um die a-, b-, e-Achse im Be- 
trage von 180", demnach muss jeder Aufpunkt ersetzt werden durch vier 
Punkte, deren Gesamtheit bei diesen Operationen in sieh übergeht, es ist aber 
nach pag. 21 die Polfignr eines rhombischen Doppelphenoids eine solche Punkt- 
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menge. Jeder Aufpunkt ist also in dieaem und den drei anderen rhombischen 
f^len zn ersetzen durch die Polfigur eines rhombischen Doppelphenoids. 

Aus der Anordnung nach rechtwinkligen Parallelepipeden geht somit das 
hier dargestellte rechtwinklige Säulengystem hervor (vgl, das Stabmodeli Taf. I, 
Flg. 41 und 42.) 

§ 5. System der RhombensSnle. 

Wertigkeit und Ersatz der Aufpunkte wie im vorigen §, somit geht aus 
der Hg. 11 hen'or, dass jeder Aufpunkt durch einen Vierpunkter ersetzt ist; 
vgl. das Stabmodeli Taf. II, Fig. 43 und 44. 

§ 6. Rhombenoktaedersystem. 

Auszugehen ist von der in Fig. 12 dargestellten zentrierten Anordnung 
nach rhombischen Prismen und jeder Aufpnnkt ist in gleicher Weise wie in 
den beiden vorigen §§ durch Polfiguren eines rhombischen DoppelsphenoidB zu 
ereetzen. (Vgl das Stabmodell Taf. IT, Fig. 45 und 46.) 

g 7. System des Oblongoktaeders. 

Auszugehen ist von dem in Fig. 13 dargestellten Aufbau nach zentrierten 
recbtekigen Prismen und Jeder Aulpunkt ist in derselben Weise wie in den drei 
vorigen §§ durch die Poißgur eines rhombischen Doppelsphenoids zu ersetzen, 
vgl. das Stabmodell Taf. II, Rg. 47 und 48. 



Hezagonaler Typus. In den Gruppierungen von hexagonalem Typns 
ist jeder Au^unkt sechswertig, falls die Achsensymmelrie des ofienen Sechs- 
ecks, wiedergegeben werden soll, hingegen zwölfwertig, falls es sich um die 

Achsensymmetrie des geschlossenen Sechsecks handelt Folglich muss bei der 
Auflösung eines Aufpunktes in einem Sechs-, resp. Zwölfpnnkter die Symmetrie 
dieser Polygone aufrecht erhalten werden. Da nur eine Raumteilung vom Sechs- 
ecktypus existiert, entspricht den genannten Möglichkeiten je ein Fall, so dass 
folgende zwei Gruppierungen sich ergeben: 

Sechspunkter nach dreiseitigen Prismen (= Hexagonalaäulensystem), 
Doppel - Sechspunkter nach dreiseitigen Prismen (= zusammengesetztes 
Eexagonalsäulensystem). 

§ S. HexagonaläSnlensy3t«m. 
Jeder (im allgemeinen Fall nicht materielle) Anfpnnkt der Raumteiinng, 
welche nach dreisdtigen Prismen zu erfolgen hat^ kann als befindlich anf der 
Hauptachse eines Sechspunkters aufgefasst werden. Alle materiellen Punktnetze 
bestehen ans Sechspunktenn engen, deren Zentra ein Netz gleichseitiger Drei- 
ecke erfüllen, in Bezug auf welches sie von dritter Stellung sind. Im allgemei- 
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nen Fall koinzidiereo aber diese Zentra nicht mit den Auipunkten der Ranm- 
teilung, sondern sind durch eine VerlikalBchiebung mit dem von jenen gebildeten 
Netz deckbar. Die Grösse dieser Vertikidscliiebung ist eine fUr die Struktur 
indiridnelle Konstante. (Vgl. das Stabmodell Taf. II, Flg. 49 und 50.) 

% 9. ZnsammengesetzteB Hexagonalsänlensystem. 

Die (im allgemeinen Fall nicht materiellen) Aufpnnkte liegen ebenso wie 
im vorigen § in den Ecken einer nach dreiseiligen Prismen erfolgenden Ranm- 
teilung und siud Zentra von Doppelsechapunktem, deren SyrometrieachBen mit 
den entsprechenden der Raumteilungsprismen parallel sind. 

Die Doppelnetze, welche von den Doppelsechspunktem gebildet werden, 
Bind durch Vertikalscbiebungen in einander UberttÜirbar, aber die Ober- nnd 
Unterseite eines jeden derselben ist nicht durt^ Schiebung, sondern nnr durdi 
Umklappnng um eine der horizontalen Symmetrieachsen vertauschbar. Die 
Doppelsechspunkter laasen sich als Polfiguren eines hexagonalen Trapezoeders 
auffassen (vgl. Taf. in, Flg. 51 und Fig. 52). 

Trigonfder Typxia. Der trigonale Typns kann entweder als Fall des 
offenen oder geschlossenen Dreiecks anfgefasst werden und es existieren zwei 
Baumteiinngen, nämlich nach Prismen nnd Rhomboeder, welche auf beiderlei 
Dreiecksarten anwendbar sind. Die Drehungssymmetrie des offenen Dreiecks 
kommt z, B. dem Natriumperjodat, diejenige des geschlossenen Dreiecks z. B. 
dem Quarz zu. Demnach ergeben sich folgende F'älle: 

1) Drdpunkter nach trigonalen Prismen (= drdseitiges Säulensystem), 

2) „ nach Ehomboedem (= Rhomboedersystem), 

3) Doppel-D rüpunkter nach trigonalen Prismen (Bezeichnung Sohnckea vgl. 

weiter unten), 
i) „ nach Rhomboedem (= zusammengesetztes Rhombo- 

edersystem). 
Hierbd ist jedoch zu beachten, dass die zweizähligen Symmetrieachsen 
der trigonalen Prismen, nach welchen im Fall 1 und 3 der Aufbau eifolgt. 




Fig. 53. 

ZusmimieDgesetKe» 
drelKltlg, SBulensjetem. 

polar Bind, und dass sich denselben auf zweierlei Art n-Pnnkter einordnen 
lassen (vgl. Fig. 53 und Flg. 54) wodurch nur im Fall 3) zwei UntfiriÄlle 
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entstehen, aber der Fall 1 zerepaltet aich deshalb nicht, weil die dortigen 
Dreipnnkter aJe solche von dritter Stellung, bezogen anf den Prismenaufban, 
aufzufassen sinä; ebenso wenig spaltet aich Fall 4, da die zweizähligen Achsen, 
der Rhomboeder, welche dort den Prismenaufbau ersetzen, nicht polar sind. 
Die Fälle 3a und 3b werden von Sohncke als zusammengesetztes and ab- 
wechselndes dreiseitiges Säulen System unterschieden. 

§ 10. Dreiseitiges SSnlensystem. 

In iülen senkrecht zur Hauptachse liegenden Ebenen und die Netze kon- 
gruent und stehen senkrecht über einander; die AuQ)ünkte bilden gleichseitige 
Dreiecke und die Drdpunkter kleinere solche, und zwar sind beide Arten von 
gleidiseitigen Dreiecken nm einen willkürlich wählbaren und fUr die Struktur 
charakteristischen Wintel gegen einander gedreht (vgl. Taf. III, Fig. 55 und 
Flg. 56). 

§ 11. Rlioinboedersfsteiii. 

Ähnlich dem vorigen aus Dreipunktem bestehend, welche von dritter Art 
im Vergleich zu denjenigen Didecksnetzen liegen, welche den Aufpunkten ent- 
sprechen. Diese nehmen jedoch nicht wie im vorigen § eine Prismen-, sondern 
Rhomboederan Ordnung ein, es erscheinen also zwischen je zwei in Bezug auf 
Vertikalschiebungen benachbarten Dreiecksnetzen zwei Dreiecksnetze einge- 
schoben, die durdi schräge Schiebungen mit ihnen deckbar sind (vgl. das Stab- 
modell Taf. 111, Hg. 57 und Flg. 58). 

% 13. Znsammengesetztes dreiseitiges Säalensystem. 

Bei diesem System haben die horizontalen Symmetrieachsen der Sechs- 
punkter, welche der Gruppierung zu Grunde gelegt werden kSnnen, die durch 
Fig. 51 wiedergegebene Stellung zu derjenigen der raumeinteilenden Prismen. 
Die horizontalen Sechspunktemetze sind Doppelnetze, deren Hälften durch Um- 
klappnngen in einander überfUhrbar sind (vgl. das Stabmodell Taf. HI, Flg. 59 
und Fig. 60). 

% 13. Zasammeogesetztes Bhomboedersystem. 

Die Doppelnetze, welche einzeln genommen, sowohl denen des vorigen § als 
auch des folgenden § übereinstimmend gesetzt werden können, lassen sich zu drei 
zwischen einander gestellte kongruente Scharen zusammenfassen, derart, dass 
zwar die zur gleichen Schar vertikal übereinander stehen, während die zu un- 
gleichen Scharen gehörigen Doppelnetze nur durch schräge Schiebungen deck- 
bar sind. Dalier erscheinen diese dm Teilscharen in der Vertikalprojektion 
zwischen einander gestellt, aber in regelmässiger Weise, wie es der Raumteilung 
nach Rhomboedem entspricht (vgl. Taf. IV, Fig. 61 und Fig. 62). 
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g 14. Abwechselndes dreiseitiges SSalensystem, 

Die Secbspunkter können hier, ebeDso wie fraber als PoMgnren von tri- 
gonalen Trapezoedem aofgefasst werden, ihre horizontalen S^rmmetrieachaen 
befinden eich in einer im Yergldch zum System des § 13 gedrehten Stellung 
(vgl. Flg. 53 und Fig. bi), im übrigen gelten die Betrachlnngen des § 12 (vgl. 
Tat IV, flg. 63 und Rg. 64). 

Der Unterschied zvrisdien zusammengesetzten nnd abwechselnden dm- 
seitigem Sänlensystem läset sich auch beim Vergleich von Taf. IV, Fig. 62 und 
flg. 64 deutlich wiedererkennen. 

Tetragonaler TypoB. In den Gmppiemngen von tetragonalem Typus 
ist jeder Änfpnnkt achtwertig, falls die Ächsensymmetrie des geschlossenen Quad- 
rats wiedergegeben werden soll, aber vierwertig, falls die Adisensymmetrie dee 
offenen Qadrats wiedergegeben werden soll, nnd zwar mnss bei der Auflösung 
eines Aufpunktes in einen Vierpunkter der Quadratsymmetrie genügt werden. 
Zunächst beschäftigen wir uns mit der Symmetrie des offenen Quadrats. 

g 15. QuadratäSatensystem. 
Auszugeben ist von der Raumtdlung nach quadratischen Prismen und 
jeder Aufrankt ist zu ersetzen durch die Polfignr einer offenen tetragonalen 
Pyramide. Im allgemeinen erscheint dieselbe als Pyramide dritter Art, bezogen 
auf das Metz der Aufpunkte, kann aber in speziellen Fällen auch auf solche 
von erster oder zweiter Art sich reduzieren. Hierzu Taf. IV., Flg. 65 und 
flg. 66. 

§ 16. Qnadratoktoedersystem. 

Die Bemerkungen des vorigen über den Ersatz der Aufpunkte durch 
Polfignren von tetragonalen Pyramiden dritter Art gelten auch hier. Nor be- 
steht der Unterschied, dass von der Kaumteilung nach zentrierten quadratischen 
Prismen auszugehen ist [vgl. Taf. IV., flg. 67 und Fig. 68). 

g 17. Zusammengesetztes QaadratsBulensystem. 

Für diese Gruppierung und diejenige des folgenden § ist die Symmetrie 
ünea geschlossenen Quadrats in Betracht zu ziehen. Jeder Aufpunkt einer 
tetragonalen Raumteilung ist zu ersetzen durch die Polfigur eines tetragonalen 
Trapezoeders entsprechend den acht Deckbewegnngen eines geschlossenen Quad- 
rats, wie denn auch die Aufpunkte selbst als acbtwertig aufzufassen und. Da 
zweieriei tetragonale Raomteiluugen existieren, gilt der bisherige Inhalt dieses § 
auch för eine weitere im folgenden § zu bebandelnde Gruppiemng. Zur Er- 
langung der jetzigen gehen wir von dem einfaciiett Aufbau nach quadratischen 
Prismen aus (v^. Taf. V, flg. 69 und Fig. 70). 

Sommerreldt, ¥bjt. Krlstillognphle. 3 
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g 18. Zasammeugesetztes Qaadratoktoedersystem. 

Zur Erlangang dieser Gruppe gehen wir von der Ranmteiltmg nach zen- 
trierten quadratischen Priemen aus und ersetzen jeden Aufpuukt In genau der 
gleichen Weise wie im vorigen § durch die Polfignr eines t«tr^onaIen Tra- 
pezoeders. Ea stimmt also diese Grnppe hinsichtlich der Anordnung der Auf- 
punkte mit der vorletzten, hinsichtlich der n- Punkter aber mit der letzten 
Überdn (vgl. Taf. V, Fig. 71 und Fig. 72). 

% 19. Abwechselndes QaadratsIIaleiiBystein. 

Dasselbe ist folgen dermasaen besohajfen: 

Eb besitzt Vierpnnkter von zweierlei Stellung und zwar eriMUen die Zentra 
der glachgerichteten je ein Quadratsäuleusjstem. Beide Qaadi-at^uleusysteme 
erg^zen sich zu einem Qnadratsäulensystem mit Um klapp nngsachsen, dessen 
Ecken somit zur Hälfte von den Vierpunktem der einen Stellung, zur Hälfte 
von denen der andern Stellung umlagert werden. Diese ümlagerung erfolgt 
hierbei so, dass zwei ungleich gerichtete stets die Polfignr wies tetragonalen 
Trapezoeders ergeben, sofern sie durch Horizontalechiebnug übereinander gerückt 
werden. Wenn man daher solche Quadratsäulen innerhalb des Punktsystems 
abgrenzt, welche die Zentra von den Vierpunktern der einen Art als Säulen- 
ecken, diejenigen von Vierpunktem der anderen Art aber als Säulenmittel- 
punkte besitzen (vgl. Taf. V, Fig. 73 und Fig. 74), so stellt deq'enige Vier- 
pnnkter, welcher einen Aufpunkt dieser Säulenanordnung umlagert, das eine 
Halbtrapezoeder, de^euige Vierpunkter aber, welcher den zugehörigen Säulen- 
mittelpnnkt umlagert, das zugehörige andere Halbtrapezoeder dar; und es ist 
ans diesen beiden Hälften durch Horizontalschiebnng die Polfigur dnes Tn^e- 
zoeders erzeugbar. 

Das zusammengesetzt« und abwechselnde Quadratsäulensystem lassen fol- 
'^endermassen sich vergleichen: Bei beiden sind innerhalb einer Doppelebene 
die Punkte zu Trapezoederformen zusammenfassbar, aber nur bei dem zusam- 
mengesetzten System liegen die typischen Polfiguren derselben vor; beim ab- 
wechselnden können sie aber aus den direkt vorhandenen typischen Polfiguren 
je zweier Halbtrapezoeder dnrch Horizontalschiebung erzengt werden. 

Regulärer Typna. Ebenso wie in den übrigen Systemen einfache oder 
zusammengesetzte Säulensyateme unterschieden wurden, je nachdem Umklap- 
pungsachsen vorhanden waren oder fehlten, existiert auch im regulären System 
eine Abteilung, in welcher n-Punkter mit Umklappungsachsen, und eine Ab- 
teilung, bei welcher n-Punkter ohne Um klapp ungsachsen an Stelle der Aufpunkte 
materiell gemacht werden. Die Aufpunkte aber können entweder nach Würfeln 
oder nach zentrierten WUrfeln, oder nach Würfeln deren Flächen zentriert änd, 
sich gruppieren, folglich ergeben sich sechs reguläre FMe: 
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Beschreibung der 25 Punkteysteme der tjpischen n-Punkter. 35 

12-Pankter nach Würfeln (= knbiaches 12-Funktersystem), 

„ „ zentrierten Würfeln (== Rhombendodekaed. IS-Ponkter- 

systera), 
„ „ Würfeln mit Flächenzentren (^ oktaedrisches 12-Pank- 

tersystem), 
24-Punkter nach Würfeln (= kubisches 24-Punkter8yBteni), 

„ „ zentrierten Würfeln {= Rhomben dodekaed. 24-Punkter- 

system), 
„ „ Würfeln mit Flächenzentren (^ oktaedrisches 24-Punk- 

tersyalem). 

g 20. Eubisches 12- Punkte rsystem. 

Die L2-Punkter stimmen ^in dieser und den beiden folgenden Systemen 
Uberein und bringen die Ächsensymmetrie eines Tetraeders zum Auadmck, äe 
können daher als Polfiguren «nes tetraedrischen Pentagondodekaedera aufge- 
fasst werden, können aber auch alle speziellen Formen annehmen, welche bei 
speäeller Lage des Ausgangsflächen Clements ein solches Polyeder anzunehmen 
vermag (vgl. Sommerfeldt, geometrische Krisallographie 1906, Taf. 5). Die 
Zentren der tetraedrischen Pentagondodekaeder fallen mit den Aufpnnkten der 
zu Grunde gelegten Ranmteilung zusammen, die hier aus Würfeln besteht 

§ 31. Rhombendodefcaedrlsches 13-Pnnktersystem. 

Um dasselbe zu erhalten ist in der nach zentrierten Würfeln erfolgenden 
Ranmtdlung du jeder Äufpnnkt durch einen 12-Punkter zu ersetzen; die Be- 
zeichnung rhombendekaedrisch rührt davon her, dass die Ecken eines ron den 
Aufpunkten gebildeten Würfels mit den Zentren der sechs an seinen Flächen 
anliegenden Würfel zusammen gefasst werden können, und dass sie alsdann Eck- 
punkte eines regulären Rhombendodekaeders bilden (vgl. Fig. 21 auf S. 13). 

§ 33. Oktaedrisches IS-Punktersystem. 

Dasselbe entsteht, sobald man einen Ersatz der Äufpnnkte durch 12-Punk- 
ter in den Ecken anea Systems von Würfeln mit Flächenzentren vornimmt. 
Der Name Oktaedrisch soll auf die Möglichkeit hinweisen sechs Flächen Zentren 
zu Ecken eines Oktaeders zusammenzufassen (vgl. flg. 22 auf S. 13). 

§ 33. Kubisches 31-FunkterBystem. 

Für dasselbe ist ein n-Punkter zu wählen, welcher ausser der Eigensdiaft 
ein Tetraeder in sich Überzuführen auidi noch diejenige besitzt, ein Tetraeder 
mit einem entgegen gesetzt gestellten auf alle Arten zur Deckung zu bringen. 
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Es iat dieeea aber je durch zwölf Drehungen ansfOhrbar, im ganzen er^bt 
sich also dn 24-Pnnkter, welcher auch als Polfigor eines Pentagonikoaitetra- 
eders aufgefasst werden kann. Derselbe eracheint in diesem § nach den Ecken 
eines Aufbana aus WDrfehi angeordnet, und zwar in einer die nrsprttnglicben 
SymmetrieachBen nidit störenden Wase. Den 24-Pankter stellt flg. 75 auf 
Taf. V dar, der 1 2- Punkter kann ans ihm durch Wegnahme der einen Punkt- 
hälfte erzeugt werden. 

g 24. Bhombendodekaedrlsches 34-PnDkters;steni. 

Die 34-Punkter stimmen mit denen des vorigen § überein, während die 
Auiponkte identisch mit denen des der Pig. 21 (S. 13) sind. 

§ 35. Obtaedrlsefaefl äl-Pnnktersystem. 

Die Anipunkte entsprechen denjenigen des der Fig. 22 (S. 13), die 24- 
Fonkter atnd denen der beiden vorigen §§ gldchartig. 

Auf die sechs zuletzt behandelten Gruppen wird von einem anderen 
Standpunkt ans noch einmal in diesem Buche zorUckgekommen werden (vgl. 
Kap. VII). 
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Fig. 76 u. 77. 
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Kapitel IV. 
Die verzerrten n-Pimkter zum Änfban von Stnüctnren. 



% 1. AbirelsDng des Prinzips der speziellen Lagerung. 

£b lassen sich maDche Probleme der Struktnreyinmetrie klarer anaepre- 
chen, wenn man die Analog^een derselben mit der Polj'ederByiumetrie berQck- 
uchtigt- Diese Analogie bemht darauf, dass die Operationen der Polyeder- 
Symmetrie als eine durch Hinznnahme der InverHion erweiterte Gruppe von 
Drehungen, die Operationen der Sohnckeachen Strukturaymmetrie aber als 
eine mit der Hinznnahme von Parallelverschiebungen (Translationen) gemischte 
Qruppe von Drehungen bezacbnen können. Diese Andogie mCge dazu be- 
nutzt werden, um zu besprechen, in welcher WMse man ans den im vorigen 
Kapitel behandelten 25 Typen von Punktsystemen, die Gestalt der Kristall- 
formen zu erklären suchte. Es wurde von L. Wulff (Zeitschr. f. Krist., 13, 
bO'-i) behauptet, dasa keine wetteren als hödistens diese 35 Gruppierungen 



Die ErklärungB weise Wulffs für die nicht dürekt in den 25 beschriebenen 
Strukturen vorhandenen Formen kann unter glachzeitiger Hinzunahme eines 
derartigen Analogons folgendennassen wiederzugeben begonnen werden: 

Gewisse spezielle Formen einer Kri- Gewisse spezielle Punktsysteme be- 

stallreihe besitzen rein geometrisdk eine sitzen rein geometrisch eine andere 
andere Symmetrie als den ^dlgemein- Symmetrie als den allgemeiiuten Punkt- 
stenFormenderbetr.Symmetriegruppen Systemen in der betr. Struktursymme- 
znkommt trie zukommt. 

In analoger Weise wie das Bliomboeder des Dolomits verständlich schien, 
bevor noch die Symmetrie der rhomboedrischen Tetartoedrie aufgefunden war, 
hielt Wulff die Mehrzahl der Meroedrien sidion früher ftlr eritlärbar aus der 
Stmktnrtheorie Sohnckes bevor noch die Operationen aufgefunden waren, 
welche auf einen beliebigen Punkt des Banmes angewandt, ein solches 
Punktsystem erzeugen, welches der betr. Meroedrie angehört; Wulff hielt 
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es für genügend zur Erklärnng d^ Meroediien, wenn solche Punktsysteme 
existieren, welche bei spezialisierter Lage des Äuegangepniiktes, die betref- 
fenden meroedrischen Formen in ihren Netzebenen aufweisen. Diese Erklärung 
ist aber ebenso unvollständig, als wenn man die Ehomboeder der Hemiedrie 
und Tetartoedrie mit einander verwechselt, nud sie berücksichtigt nur den Um- 
risa nicht aber die Symmetrie der Formen. Man mnss bei Stmkturfragen 
die Fordemng stellen, dass ein im Vergleich zu der Orientierung der Deck- 
operationen allgemeinste Lage be«tzender Punkt durch diese Operationen in 
ein Punktsystem der betr. Meroedrie übergeitkhrt wird. Denn man darf sich 
die Bausteine einer Struktur nicht als absolute Punkte denken, sondern ist 
sogar berechtigt, jeden innerhalb der betr. Materie geometrisch denkbaren Punkt 
der „Wirkungssphäre" ii^nd eines Bausteines zuzurechnen, sofern er nicht direkt 
in einem solchen enthalten ist 

Einen präzisen Unterschied zwischen wirklicher Lage und Wirkungssphäre 
vermag man überhaupt nicht zu erkennen, sobald die Idnetiscfae GrundaufTasaung 
akzeptiert wird. Wollte man aber durchaus sagen, dass man sich die Bau- 
steine sehr kl^n im Vergldeh zu den ihrerseits immer noch unmessbaren 
Abständen zu denken habe, in welchen honologe Bausteine anf einander 
folgen, so ftlhrt eine geringe Abänderung des Wortlauts auf die nämliche Un- 
vollständigkeit zurück Denn sofern unser Gegner von asymmetrischen Bau- 
steinen ausgeht, kann nur ein einzelner Punkt derselben in ein zur speziali- 
sierten Symmetrie gehöriges Punktsystem übergeführt werden, nehmen wir etwa 
an, dass es für den Schwerpunkt der Fall sei; ein peripherischer Punkt aber 
beschreibt bei AuBflIbrung der erzeugenden Operationen ein solches Punktr 
System, wie es durch alleinige Drehungen aus einem Punkt von allgemein- 
ster Lage (relativ zu der Orientiening der Drehungsachsen) hervorgeht Nun 
könnte unser Gegner allerdings von solchen Bausteinen ausgehen, deren eigene 
Symmetrie die Symmetrie des Punktsystems von der reinen Drehungs- 
symmetrie auf diejenige einer mehr symmetrischen Gruppe erhöht oder er mag 
auch von einem Haufen kleinerer Bausteine ausgehen, welcher insgesamt die 
entsprechende Symmetrie besitzt und als grösserer Baustein zu verwenden ist, 
es ist das zulässig, aber unser Gegner gibt dadurch von selbst die Möglichkeit 
auf, aus der blossen Anordnung der Bausteine allun die Struktur zu erzeu- 
gen, sondern benutzt das Hilfsmittel Bravais' zur Erzeugung von Strukturen. 
Nämlich vrir können das Wesentlichste der Bravaisschen Theorie darin er- 
blicken, dass er die Symmetrie der Strukturen auf die Baustdne derselben über- 
trägt Daher können whr den Inhtdt dieses § folgendermasaen zusammenfassen: 
In dem Wulffscben Prinzip der speziellen Lagerung steckt zwar 
ein richtiger Gedanke, aber derselbe ordnet sich der Bravaisschea 
Theorie unter. 
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§ 3. Eintellang der Terzerrten n- Punkter. 

Die zu den 26 Panktsyetemen dee vorigen Kapitels führende Konstruk- 
tion ist einer Verallgemeineroug ffihig: statt jeden Au^nakt eines Raumgitters 
mit n solchen materiellen Punkten zu umstellen, weldie von den FlSchenpolen 
einer einfachen Drehimgsform vom Typus des zum Gitter gehörigen regelmSsai- 
gen Körpers gebildet wird, kann man den mit einzelnen Fläohenpolen noch 
gewisse Verschiebungen vomehmen, so dass man nicht mehr „typische", sondern 
„verzerrte" Polfiguren vor sich hat. Die GrÖBsenordnung der Schiebungen 
ist den auf gleichen Richtungen bezU^chen Dimensionen der Fundamentalbe- 
reiche kommensurabel. Es lassen alle Punktsysteme, welche Wulff aus der 
SohnckeBchen Theorie aosschhessen will, mittels dieser Verallgemeinenuig sich 
gewinnen. Natürlich muss bei der Verzerrung der Polfiguren die Bedingung, 
dass jeder Punkt dee Systems mit jedem anderen gleichwertig ist, aufrecht er- 
halten bleiben; wie die Verzerrung vorgenommen werden kann, soll hier zu- 
nächst nur fUr die zur n-Eckssymmetrie gehörigen Gitter besprochen werden nnd 
zwar nur für die offenen, da hierdurch schon das leitende Prinzip zu Tage tritt 

Z. B. bdm Vierpunkter trage man von seinem Mittelpunkt ans auf der 
Hauptachse die ISngs ihr existierende Deckschiehuug ab und teile diese in vier 
gleiche Teile. Den Punkt 1 des Vierpunkters lasse man an seiner Stelle, die Übri- 
gen verschiebe mau in vertikaler Richtung, und zwar Punkt 2, 3, 4 verschiebe man- 
bis er mit dem Anfangspunkt des zweiten, dritten, letzten Viertels in gleiche 
Höhe gelaugt Verfährt man in dieser Weise mit allen vertikal über dem gezeich- 
neten befindlichen Yierpunktem, so bleibt die Bedingung, dass alle materiellen 
Funkte einander ^ddiwertig sind, auch fQr die so entstehende „Vierpunkt- 
Schraube" bestehen, es sind also schraubenförmig verzerrte Vierpunkter im 
stände die Stelle der typischen (d. h. auf einer Kugeloberfläche denkbaren) zu 
vertreten. 

Wulff freilich erhob gegen die so entstehenden Punktsysteme Einwände, 
auf welche wir in Kap. VIII, § 3 zurückkommen werden; hier sei nur bemerkt, 
dass sich diese Fälle in leicht ersichtiicher Weise ans den Wulffschen ableiten 
lassen, indem man z. B. ein vierzähliges Säulensystem durch Zerspaltung in 
vier korrelate Teile zeriegt. Der Übergang von dem Fall des Vierpunkters 
zur Gesamtheit des fkberhaupt möglichen sonstigen n-Eckstypua wird im fol- 
genden Kapitel im einzelnen vollzogen werden. 

Die Beziehungen zwischen den Punktsystemen allgemdnster und spezieller 
Art werden besonders klar, wenn wir die Stellung der materiellen Punkte ge- 
genüber den Au^nnkten des za Grunde gelegten Raumgitters uns klar machen: 
Bei den zusammengesetzten Schranben- nnd Säulensystemen fällt das Zentrum 
der Doppel-u-Pnnkter mit einem Anipunkt zusammen, da ja die Umklappunge-' 
achsen einerseits durdi die Zentren der Doppel-n-Punkter nnd anderers^ls 
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aacli durch die Aa^ankte liindurchgehen müssen. Bei den einfachen Schrauben- 
nnd Sänlensystemen, d. h. bei den kdne Umklappnngsaebsen besitzenden, hinge- 
gen fällt keineswegs notwendigerweise das Zentram der n-Punkter mit den Auf- 
pimkten zusammen, sondern wenn dieses der Fall ist, so liegt ein spezieller 
Fall vor. Dagegen muss stets das Zentnun der n-Punkter auf einer Hauptachse, 
also vertikal über reep. unter dem zugehörigen Aufpnnk^ liegen. Eingehende 
weitere Angaben, wie spezielle Pnnktsj-steme ans den allgemeinsten gewonnen 
werden können, macht L. Wulff (Zdtschr. f. Krist. 13, 603). 

% 3. Beziehung znr Zerspaltung der Raamgltter In 
korrelate Teilsysteme. 

Um Punktsysteme mit n-zähliger Hauptachse aus dem n - Eckssäulentypus 
abzuleiten, fasse man n auf eine Netzebene folgende mit ihr zn einer Schicht 
zusammen; die durch n-PnnktBchrauben charakterisierten Fälle lassen sich alsdann 
dnrch solche Zerspaltnngen, welche derartige Schichten in gleicher Weise afSzieren, 
erhalten. Denn eine Schiebung im Betrage der Höhe h dieser Schicht muss 
das Punktsystem io sich uberfUhren, weit ja diese Schiebung als die n-mal 
wiederholte charakteristische Dcckschraubung aufgefasst werden kann. Aber 
es braucht darum h niciit die kleinste Üeckscbiebung längs der Höhe zu sein, 
sondern mßgli eher weise kann bereits ein ganzzahliger Brucht^ von h ebenfalls 
Deckung des Systems bewirken und zwar tritt dieser Fall stets dann ein, 
wenn n in ganzzahUge Faktoren zeriegbar ist, z. B. kann vom sechseckigen 
SäulentypuB dadurch ein Schranbnngssjstem abgeleitet werden, dass drei ver- 
tikal Ubereinanderstehende Säulen zu einer Schicht vereinigt werden, so dass 
nicht nur der Inbegriff von sechs, sondern auch schon derjenige von drrä 
Säulenplatten als Ansgangsbereich für die lückenlose Aneinanderreihung gleich- 
wertiger und gleichgerichteter Partieen in einem solchen Fall gewählt werden kann. 

Man braucht nnr das in dieser Betrachtung 'steckende einfache Prinzip 
nacheinander auf das Sechs , Vier- und Dreick anzuwenden, um die Oesamt- 
heit der von diesen Figuren ableitbaren Fälle zu erhalten; für das Zweieck 
■«^re ein derartiger Weg zwar auch gangbar, aber da dasselbe die Rolle eines 
singulären Falles unter den n-Ecken spielt, erscheinen die Übertragungen der 
entsprechenden Sätze etwas gekünstelt, daher wird für das Zwräeck ein anderer 
direkterer Weg eingesehlagen (vgl. Kap. VI). 

Bei den n-Ecken fassen wir in den nächsten sieben §§ die Ober- und 
Unterseite als ungleichwertig auf; erst in dem alsdann folgenden § werden die 
durch Hinzunahme der Umklappungsachsen entstehenden Fälle erörtert. 
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Kapitel V. 

Beschreibnng der hexagonaleü, tetragonalen and 

trigonalea Panktsysteme mit verzerrten n-Pnnktem. 

(Schraubnngssysteme Sohncbes.) 



a) Hexagooaler Typus ohne TTmklappungBaoliseii. 
g 1. SecliBpaiiktscIiraiibensystem. 

Innerbalb dea früher behandelten HexagonalBäalenB^stema mögen die Punkte 
^es in der Zeichnnngsebene von Taf. II, Fig. 50 gelegenen SechapunkterB der 
Reihe nach mit 1, 2, 3, 4, 5, 6 bezeichnet werden und die vertikal ttber diesen 
stehenden Systempniikte in den fünf anderen Ebenen mit gleichen Ziffern. Bleibt 
der erate Punkt der ersten, der zweite der zwdten, der dritte Punkt der dritten 
Ebene, der vierte Punkt der vierten Ebene, der fUnfte Punkt der fllnften Ebene 
und der sechste Punkt der sechsten Ebene erhalten, während alle übrigen Punkte 
der Ebene fortfallen sollen (vgl. Taf. V, Fig. 76 und Fig. 77), so entsteht dne als 
Sechspunktschranbensystem bezeichnete Gruppierung. Je nachdem man von der 
oberen oder unteren Endfläche aus die Nnmmerierung vornimmt, erhält man 
Schrauben im einen oder anderen Windnngssinne und hat dabei rechte und 
linke SechspunktBohraubensysteme zu unterschdden. 

g 3. Zweigängiges SecIi8puiibtscliranbensyBt«m. 

Soll die für eine Sechspunktschranbe charakteristische Bewegung das Punkt- 
system in sich überfuhren und schon eine in der halben Umlanfnng der 
Hautpachse stehende Schiebnngskomponente der Deckschiebnng gleichkommen, 
so müssen zwei diametral gegenüberliegende Punkte eines jeden Sechsecks bei 
der Abspaltung des Punktsystems aus einem sechszähügen Säulensystem erhalten 
bleiben, die vier anderen verschwinden. Das ao entstehende Punktsyatem läsat 
sich als der Inbegriff von kongruenten Sechspunktschranben mit parallel ge- 
stellten Mänteln aufßissen, welche paarweise um übereinstimmende Mäntel in 
entgegengesetzter Stellung aufgewunden sind. Je nachdem hierbei rechte oder 
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linke Schrauben vorliegen, spricht man vom rechten und linken zweigängigen 

SeehspanktschranbenBysfem (vgl. Taf. VI, Fig. 78 und Rg. 79). 

% 3. Dreigän^ges Sechspnnbtschraubeiisystcin. 

Soll die charakteristische Bewegung der Sec^tspunktschranbe das Punkt- 
system in sich überführen und die zweimalige Anwendung dieser Operation 
üch auf eine Schiebung reduzieren, so muss der Zerfall des Säniensystems in 
zwei Hälften erfolgen, und zwar mnss der erste, dritte und fünfte Punkt dem 
einen, der zweite, viert« und sechste dem anderen der korrelaten Punktsysteme 
zugerechnet werden (vgl. Taf. VI, Fig. 80 und Plg. 81 nebst den analogen 
Aoaflihruugen in § 1). 

Ein spiegelbildlicher Gegensatz zwischen rechten und linken Punktsystemen 
existiert jedoch in diesem Ftül nicht, sondern jedem dereetben kann man je 
nach der Art, wie die Punkte zusammengeüisst werden, rechte oder linke 
Sehrauben zuweisen. 

b) Teti^onaler Typus ohne XTmklappuiigaaolisen. 

Vorbemerkung, Ebenso wie im Falle des Sechsecks so viele Scbran- 
bnngstypen nnterschieden werden konnten, als die Zahl 6 sich in zw^erlei Fak- 
toren zerlegen lässt, ist auch iür den tetragonalen Fall die Zerlegbarkat der 
Zahl 4 in Faktorenpaare, nämlich erstens 1.4, zweitens 2.2 massgebend. 
Ersterem Fall entspricht das rechte oder linke Vierpunktschraubensystem , letz- 
teren ein durch Htübiemng des Sänlenayatems ableitbares Schraubungssystem 
beä welchefn die zweifaciie Ausftlhning der charakteristischen Schraubung sich 
auf eine Schiebung reduziert, was dadurch möglich wird, dass je zwei einander 
diagonal gegenüberstehende materielle Punkte der Quadrate (vgl. Taf. IV, Fig. 66) 
bei der Zerlegung des Säulensyatems gleichwertig bleiben. Jedoch tritt wegen 
folgenden TJmstandee eine Gruppierung, zu der unter dem hexagonalen Typns 
kein Analogen existiert, auf: Im Sechsecksfall mussten die Sdiiebungen, auf 
welche sich geeignete Wiederholungen der Schraubungen reduzieren, stets «nem 
einzigen Bravaissdien Fall sich einordnen, nämlich dem Aufbau nach regel- 
mässig- drdseitigen Säulen, im quadratischen Fall hingegen kann die in den 
Schraubungen analog enthaltene Bravaissche Gruppierung entweder dem Auf- 
bau nach ränfacben oder zentrierten quadratischen Sänlen entsprechen. Diese 
doppelte Mßghchkeit zieht eine neue Zerlegungaart des Säulensystema m kor- 
relate Systeme nach sich, entweder nämlich kann man die Abspaltung so vor- 
nehmen, dass in der Projektion (vgl. Taf. VI, Rg. 83) alle Aufpunkte durch 
identisdie und parallel gestellte Vierpnnktsprojektionen umgeben werden, oder 
aber derart, dass die parallel gestellten Vierpunktsprojektionen durch anders 
orientierte getrennt erscheinen (vgl. Taf. VI, Fig. 85), 

Wir ziehen die Quadrate in Betracht, deren Ecken in den Au^unkten 
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selbst liegen, z. B. in Taf. VI, Fig. 85, daß P als Mitttelpunkt und innerhalb 
der benachbarten Vierpunkter Ä, B, C, D die Aufpunkte als eckenbesitzende 
Qnodiate. Im ersten Fall, dem des VierpunktsdiranbensyBlems, befindet ^ch 
. in einem soldien Quadrat die Projektion (ABCD) eines Vierpunkters, welcher 
gleichen Winduugs«nn mit den erzeugenden Vierpunktem besitzt, im zwaten 
Fall ist der Windnngs^n beider ein entgegengesetzter. 

Der zweite Fall entspricht hindcbtlich der Deckschiebnngen nicht dem 
Aufbau nach einfachen, sondem demjenigen nach zentrierten quadratischen 
Säulen, in der Tat sieht man in Taf. VI, flg. 85 unmittelbar, dass die halben 
Diagonalen der von den Auipunkten als E(^en begrenzten prismatischen Kerne 
Deckschiebungen sind, dass also dieser Fall mit einem System zweier mch gegen- 
seitig zentrierender Prismen hinsichtlich der Deckschiebungen Übereinstimmt. 

Es lassen sich im zweiten Fall innerhalb jedes einzehien Punktsystems 
Schrauben von beiderlei Windongssmn auffinden, man bezeichnet daher diesen 
Fall als vierzähliges Gegenschraubensystem. 

Kunmehr beschreiben wir diese Fälle im Einzelnen. 

% i. Vlerpunktsehranbensystem. 

Die Auf^unkte der Kaomteilnng nach quadratisdien Prismen sind durch 
kongmente schranbenlSrmige Vierpunkter zu ersetzen. Die horizontalen Netz- 
ebenen lassen »ch demnach in vier verschiedene Scharen derart dnteilen, dass 
zwei znr gleichen Schar gehörige Netze vertik^d Übereinander stehen, während 
zwei zu angleichen Scharen gehörige Netze nicht vertikal aufeinander projiziert 
werden können (vgl. Taf. VI, flg. 82 und Kg. 83). 

% 5. Vierzähliges OesenschTanbensystem. 

IHe Au^unkte einer Kaumteilung nach zentrierten quadratischen Prismen 
sind durch kongruente gewundene Vierpunkter zu ersetzen; der Ersatz von 
rechten Schrauben dnrch linke bedingt hier nur eine scheinbare Änderung des 
Typus, da Schrauben beiderlei Windungasinnes erkannt wurden (§ 3) and es ist 
unweBenthch, ob inneiiiEÜb der Fundamestalbereiche die näher oder entfernter 
von dn and erstehenden Punkte zn Vierpunktem gemansam vereinigt werden; 
es entspricht die ZusammentässuDg von je vier nächsten Punkten, welche eine 
Ecke des Aufpunktnetzea umlagern, der Bevorzugung des einen Drehnngfisinnee, 
die ZusammenfaHsung von je vier Punkten, welche einem Quadrat des Auf- 
. pnnktnetzes gemeinsam eingelagert erscheinen, der Bevorzugung des anderen 
Drehungssinnes (vgl. Taf. VI, Pig. 84 und Big. 85). 

g 6. ZwelgSnglges Tierpunktschraubensystem. 

Dasselbe entsteht, wenn in einem Quadratsänlensystem mitten zwischen 
je zwei nächstliegenden Horizontalebenen eine neue Ebene eingeschaltet wird 
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Qttd wenn zwei Pankte eines jeden Vierpnnkters &ua ilirer nraprflnglicben in 
die näcliathöhere eingefUgte Ebene verälial verachoben werden. Die so ent 
standene Gruppierung kann auch wie folgt besduieben werden: Um jede Ver- 
tikalachae, welche ursprünglich die Mittelpunkte der Vierpnnkter enthielt, winden 
ffich jetzt zwei kongraente Vierpunktschrauben heram, derart, dasB die Achse 
jetzt nicht mehr vierzäblige, sondern nur noch zwdzählige Drehungeachse is^ 
hingegen iet die Äcbse noch ^ne vierzählige Scbraubungsachse (vgl. Taf. VII, 
flg. 86 nnd Fig. 87). 

o) Trigoimler Typus ohne nmkl&ppimgaaohaen. 
Vorbemerknug. Da die Zahl 3 sich nnr anf eme Art in zwei Faktoren 
zerlegen ISsst (nämlich in 1.3), so existiert nur ein Typns von Schraubungen, 
welcher als drittelpunküger Fall des Säulentypus aufgefasst werden kann und 
je nachdem rechte oder linke Sdirauben vorliegen, als rechtes, resp. linkes Brd- 
punktscbraubensystem bezeichnet wird. 

§ 7. Drelpanktscbranbensysteiii. 
Dasselbe entsteht aus dem dreiseitigen Säniensystem, wenn wir zwischen 
je zwei benachbarte horizontale Netzebenen zwei weitere einschalten, welche um 
den dritten Teil des ursprünglichen Abstandes von der oberen, resp. unteren 
Netzebene entfernt sind. In jeder Netzebene lassen wir nnr einen materiellen 
Ponkt an seiner ursprünglichen Stelle und zwar gruppieren wir so, dass diese 
nnversdiobenen Punkte ein gleichseitig- dreieckiges Netz bilden. Zu zwei eben- 
eoidien Netzen fassen wir die zn verschiebenden Punkte zusammen und be- 
tSrdem durch vertikal aufwärts gerichtete Schiebung das dne in die nächste, 
das andere in die übernächste der eingefügten Ebenen. Je nachdem jeder ur- 
sprüngliche Drdpankter in emen rechts oder links gewnndenen hierdurch um- 
gewandelt erscheint, liegt ein rechtes oder linkes Dreipunktschrauben System 
vor. (Vgl. Taf. VII, Fig. 88 nnd Fig. 89 und in betreff der Zerapaltungs weise 
dreieckiger Gruppierungen auch Fig. 4 auf S. 4.) 

Nachdem wir in den vorigen §§ diejenigen FäLe erledigt haben, in wel- 
chen die Ober- und Usterseite der n-Ecke nngleichwertig gedacht ist, gehen 
wir jetzt zur Existenz von Umklappungsachsen über, welche eine Gleichwertig- 
keit beider Flächenseiten bedingen, und wir haben hierzu nur nötig, die Punkt- 
zahl der n-Punkter, welche in den früheren Gruppierungen um die Auijiunkte 
herumstehend gedacht wurden (vgl. Kap. III, Vorb.), zu verdoppeln. Es konnten die 
damaligen n-Pankter als schraubenförmig verzerrte Poldguren der altgemeinsten 
anfachen Formen aufgefasst werden, welche in den zugehörigen Drehungs- 
gruppen der offenen n-Ecke des Kap. It existieren, und es können ebenso die 
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jetzt eiuznfOhrendea Zwei-n-Fnntter als EicbraubeD förmig verzerrte Polfignren 
derjenigen einfachen Formen aufgefasst werden, welche iu Drebungsgrnppen der 
geschlosaenen n-Ecke vorkommen. Diese Grnpplenmgen werden als znaam- 
mengesetzle Schraubungsayateme nach Sohncke bezeichnet, sie lassen eich auch 
von den zusammengesetzten Sänlensystemen des Kap. III in ganz analoger 
Weise ableiten, wie die einfachen Schraubungssystcme von den einfachen Säu- 
lensystemen. Sdiliesslich lassen sich auch von den abwechselnden Säulen- 
systemen des Kap. III Schranbungssysteme ableiten, wir behandeln zunächst 
die zusammengesetzten Schraubungasysteme hierauf die abwechselnden innerhalb 
der einzelnen Kristallsysteme. 

d) Hexagoualer Typus mit Umklapp uugsachseu. 
% 8. ZnsammengeBetztes SecbspanktBchraabensystem. 
Durch die UmfclappungsachBen wird Jeder gewundene Sechspnnkter in 
einen gewundenen Doppelsechspunktcr ttbergefUhrt Nehmen wir zur Verein- 
fachung der Ausdrueksweise an, dass der unterste Punkt eines jeden gewun- 
denen Sechspunkters in einer solchen Horizontalebene liege, welche um einen sehr 
kleinen (im Vergleich zu den Dimensionen des Fundamentalbereichs) Abstand s 
von dem zugehörigen Aufpnnkt entfernt ist, so konstruieren wir eine horizon- 
tale fliläebeue, welche um den gleichen Abstand nach der entgegengesetzten 
Seite von dem Aufpunkt absteht. In diese Ebene whrd der angenommene 
Punkt und jeder mit ihm in gleicher Horizontalebene befindliche durch die 
Ilmklappung hineinbewegt. Konstraieren wir nun ähnliche Hilfeebenen derart, 
dass jedem materiellen Pnukt eine den Abstand 2 s von ihm besitzende Hori- 
zontalebene zugewiesen wird, so befinden sich nach der Umklappung die 
materiellen Punkte sämtlich auf den Hilfeebenen. Die in diesen Endlagen be- 
findlichen Punkte denken wir uns nun ebenfalls materiell und kOnnen jeden 
arsprünglidiea mit den im nächsten neu hinzugekommenen zu einem Doppel- 
punkter zusammenfassen und wir haben daher jeden Aufpunkt der Eaumtei- 
lung durch einen gewundenen Doppelsech spunkter zu ersetzen (vgl. Taf. YU, 
Fig. 90 und Fig. 91), Ebenso wie bei dem Übergang von dem einfachen zu 
dem zusammengesetzten Säulensystem ist also die Anzahl der Netzebeuen ver- 
doppelt worden. Eine analoge Überlegung tritt f&i sehr viele Schranbungs- 
systeme in Kraft. 

% 9. Zwelgäugiges zasammengesetzes Secbspnnkt- 
sebraabenBystem. 

Die Umklappnng kann analog dem vorigen § durch Wahl eines Zwei- 
punkters an Stelle eines einfachen Punktes ersetzt werden, so dass auch ge- 
sagt werden kann: Der Doppelsecbspnnkter, durch welchen jeder Aufpunkt der 
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Raumteilung in diesem System ersetzt eranJieint, beätzt eine zweizählige Drdi- 
nngsachse; die charaktemtische Deckbewegtiug setzt sich indessen f)lr ihn ans 
einer BechszSbligen Dretiung und einer Yertikalschiebung vom Beb^ge des dritten 
Teils der kleinsten parallelen Deckschiebnng zusammen. Die in dieeer Opera- 
tion steckende Schiebung nebst den ganzzahligen Vielfachen derselben fuhrt den 
gewundenen n-Punkter in einen ebenen zurück (vgL Taf. VII, Big. 92 und 
Fig. 93). 

g 10. Dreigängiges zasammeDgesetztes Sechspnnkt- 
Bcbranbensystem. 

Der ebenso wie im vorigen § aus dem Sechspnnkter des analogen 
einfachen Systems ableitbare gewundene Doppelsechspunkter beutzt eine 
dr^^lige Symmetrieachse, die für seine Hauptachse charakteristische Opera- 
tion ist indessen die Aufeinanderfolge einer Drehung um 60'^ nnd einer Vertikal- 
schiebung vom halben Betrage der kleinsten parallelen Deckschiebung. Eine 
solche halbe Deckschiebung führt den gewundenen Doppelseclispunkter in einen 
ebenen zurück (vgl. Taf. VIII, Fig. 9i und Fig. 95). 

e) Tetragonaler Typus mit Umklappungsaohsen. 
% 11. ZnsammeDgesetztee YlerpanktBchraaltensystem. 

In analoger Weise wie in § S entsteht ans einem gewnndenen Vier- 
pnnkter des einfachen Sdiranbensystems mn gewundener Doppelvietpunkter, 
dem vier hoiizontale Doppelebenen zugeschrieben werden können, welche nicht 
nur diesen, sondern ein quadratisches Netz kongruenter und parallel gestallter 
äquidistanter Doppel vierpunkter tragen. Durch Vertikalschiebnng lässt sich aus 
einer solchen Horizontalschicht von Doppelvierpunktem das ganze System er- 
zeugen (vgl. Taf. VIII, Fig. 96 und Fig. 97). 

§ 13. Tlerzähliges zasammengesetztes Ct^enBChranbensystem. 

Dieses System unterscheidet sich von dem vorigen nur dadundi, dass Ver- 
tikalverschiebnngen allein nicht genügen, urn sämtliche Doppel vierpunkter aus 
einer Hon zontalschicht S von vier Doppel vierpanktsebenen zu erzeugen. Sondern 
man mnss nach Äusftihrung dieser Operation, die ein System S von der Art 
des vorigen § liefert, noch eine schräge Schiebung mit S vomelimen, weldie 
bewirkt, dass die Aufpunkte von 8 in die Zentra der von ihnen anf^inglioh 
gebildeten quadratischen Prismen rücken. Man kann diesen Untei'Schied auch 
so ausdrücken, dass man sagt: 

Das zusammengesetzte Gegensohraubensystem ist als Inbegriff deijenigen 
gewundenen Doppelvierpunkter au&ufassen, welche die Anfpunkte einer Raum- 
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tminng nach zentrierten qnadraliacben PriBmeD in homologer Weiae umlagern, 
während die Doppel vierpirnkter eines znsammengesetzten Schraub eneyeteme 
ebenso Bich znr Ranmteilnng nach einfachen qnadratiechen Prismen veiiialten. 

Ebenso wie bei dem einfachen GegenechraubenBystem beweist man, dass 
ein Gegensatz zwischen reiften nnd linken Modifikationen des Systems nicht 
existiert Man zeigt also, dass bei Zugmndelegang derjenigen Prismen, mit- 
tels deren das Aufpnnktgitter des jetzigen Systems aus dem Aufbau nadi 
einfachen Prismen ableitbar ist, solche Doppel vierpunkter innerhalb anea jeden 
Prisma liegen, welche im Vergldidi zu den ursprünglichen entgegengesetzt ge- 
wunden sind (vgl. Taf. VIII, flg. 98 und Flg. 99). 

§ 13. Zweigängiges znsanunengeeetztes Yierpnnkt- 
schraabeDSfstem. 

Die Doppelvierpunkter dieses Systems entstehen aus den typischen dadurch, 
dass in Taf, V, flg. 70 die Hälfte der Punkte aus ihrer Ebene herausgenom- 
men und um die halbe Beckschiebung nadi aufwärts bewegt wird. Jeder 
Doppel vierpunkter wird also von zwei Doppdebenen getragen, durch deren 
äquidistante Anfeclüchtung das ganze System abgeleitet werden kann. Die 
Anfpnnkte bilden somit die Ecken eines quadratischen Prismenaufbaus (vgl. 
Taf. VIII, Hg. 100 und Hg. 101). 

§ 14. Abwechselndes Tierpunktschranbensystem. 

Dasselbe entsteht aus dem abwechselnden Quadratsäulensystem, sobald die 
ebenen Vierpunkter desselben in gewundene Vierpunkter umgewandelt werden. 
Bei dem genannten Säulensystem mussten zwd Vierpunkter zusammengefasst 
werden, um die Polfigur eines Trapezoeders zu erhalten, aus der man alsdann 
alle Übrigen Sysfempnnkte durch blosse Schiebungen ableiten kann, und ein 
Gldches ist mit den gewundenen Vierpunktem dieses Systems der Fall. Um 
dnen ebensolchen Doppelvierpunkter zu erhalten, wie er dem zusammengesezten 
Vierpnnktschraubensystem zu Gmnge liegt, mllssen entsprechende Horizontal- 
Bchiebungen ausgeführt werden (vgl. Taf. IX, Fig. 102 und Fig. 103). 

§ 15. AbwecbselDdes zweigKngIges Tierpanktschraabensystem. 

Dasselbe entsteht, sobald man in einem jeden Vierpunkter des abwech- 
sehiden Quadratsäulensystems (Taf. V, Fig. 73), die Hälfte der Punkte her- 
aushebt und gemeinsam um den halben Abstand zweier benachbarter Haupt- 
ebenen aufwärts rückt. Je zwd vertikal auf einander projizierbare Haupt- 
netze werden dnrch drei parallele und kongruente Hauptnetze von einander 
getrennt. Der Höhendifferenz zwischen zwei benachbarten Hanptebenen gleich 
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ist die Dicke der Doppelebenen, auf welchen die in Taf. IX, Fig. 104 und 106 
dargestellten Punkte zu Doppelvierpnnktem zuBam mengeordnet werden können 
(ähnlich wie in § 19, S. 34); es kann durch Anfschichtung solcher homolog 
hesetzten Doppelebenen da» gesamte Punktsystem erzeugt werden. Werden die 
ebenen Vierpunkt«r des abwechselnden Quadrat^nlensystems durch Vertikal- 
Schiebungen in Zweimal- Zwei pnnkter umgewandelt, deren Hälften als Zwei- 
punkter betrachtet werden können, so entsteht gleichfalls dieses Punktsystem; 
die Punkte «nee nrsprüngliidien Schraubenmantels kann man aber auch, statt 
von Zweipunktem zu reden^ wiederum schraubenlormig znsammenordnen und 
zwar muss man alsdann den einen Punkt eines jeden Zweipnnklers der einen 
Schraube, den andern Punkt der zweiten Schraube zuordnen, so dass beide 
auf demselben Mantel aufgewickelt ei-Bcheinen. 

f> Trigonaler Typus mit Umklappungsaohsen. 
§ 16. Zusammengesetztes Dreipunktschranbensyetem. 

Dasselbe entsteht aus dem zusammengesetzten dreiseitigen Säulensystem 
durch Umwandlung der dortigen Doppeldreipunk ter in gewundene Doppeldrei< 
punkter. Während erstere als typische Polfigur eines trigonalen Trapezoeders 
anfgefasst werden konnten, werden die jetzigen durch Vertikalschiebnngen in 
diese Polfiguren UbergeiÜhrt, welche aus Taf. IX, flg. 106 und Fig. 107 
ersichtlich sind. Nämlich von seinen Doppelpunkten, aus welchen wir jeden 
Doppeldreipunkter zusammengesetzt denken, erfährt der eine ein Drittel, der 
andere zwei Drittel von der kleinsten vertikalen DeckstMebong, der dritte 
Doppelpunkt hingegen erfährt keine Verschiebnng. Dementsprechend ergibt 
sich, dass auf ein horizontales Netz erst das als drittes ihm folgende vertikal 
projizierbar ist Die Netze der dazwischen liegenden beiden parallelen Doppel- 
ebenen lassen durch eine Dreipunktschranbung und deren erste Wiederholung 
sich in das erste ÜbertUhren. 

§ 17. Abwechselndes Dreipnnktscliranbensystem 

(vgl. Taf. IX, Flg. 108 und Big. 109). 
Dasselbe entsteht aus dem abwechselnden dreiseitigen Säulensystem in 
genau der gleichen Weise wie das System des vorigen § aus dem zusammen- 
gesetzten dreiseitigen Säulensystem. Die Gruppen der beiden letzten §§ unter- 
scheiden sich demnach lediglich durch die relative Stellung der Umklappnngs- 
achsen, im Vergleich zu den horizontalen Dreiecksnetzen. Ebenso wie das 
zusammengesetzte und abwechselnde dreiseitige Sänlensystem identische Grup- 
pierungen der Äu^unkte besitzen und sich nur durch die Art, wie die Doppel- 
dreipunkter mn die Auj^nnkte als Zentra gestdit werden, unterscheiden, so sind 
auch die abwechsehiden und zusammengesetzten Dreipunktschranbensysteme, 
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abgeeeheD von diesem Unterschiede, Tollkommen identisch. Beide Grappiemnen 
werden also auf vollkommen gleiche Weise ans Sänientypen dordi Dreiteilung 
abgeleitet es verhält sich daher Taf. IV, tig. 62 zn Taf. IV, flg. 64 ganz 
ebenso wie Taf. IX, Rg. 107 zu Taf. IX, Fig. 109. 

Unter der Bezeichnung abwechselnde Säulensysteme wurden zwei Grup- 
pierungen zusammen ge&Bs^ das abwechselnde drmeitige Sänlensystem nnd das 
abwechselnde Qaadratsänlensyatem. Entsprechend dem Umstände, dass die 
Zahl 3 sich nar auf eine Art als Prodnkt zweier Faktoren daratelien lilBst, 
kann nur ein Typus Dreipunktschranbnngssy Sternen neu gewinnen, dageg^ kann 
die Zahl 4 sowohl als 1.4, wie auch als 2.2 dargestellt werden, demnach 
konnten «ng^gige und zweigSnginge Schranbnngssysteme aus dem abwech- 
selnden QnadratsSnlenSTStem gewonnen werden. 



§ 18. Tabelle. 

Den Abschlnss dieses Kapitels mitge »ne Tabelle bilden, welche fOr die 
Schraubungsaysteme des hezagonalen, tetragonalen nnd trigonalen Typus an- 
gibt, mittels welcher Arten von n-Funktem dieselben aus Bravaisschen Gittern 
ableitbar ^nd. 



Namen des Systemi 



ableitbar auB dem Raum- 
gitter, aufgebaut nach: 



durch Umstellung der 
Aufpunkte mit: 



Sechspunktschrauben System dreiseitigen Prismen 
Zveigängiges Sechspunkt- 

Bchraubensjslem " " 

Dreigängiges Secbspunkt- 

sc&aubensystem " " 

Vierpunktschrauben System 
Vierzfthliges Gegenschrau- 

bensystem 
Zweigänsiges Vierpunkt- 

Bcbranbensystem 
Dreipunktschraub en System 
Zusammengesetztes Sechs- 

punktschrauben b; stem 



quadratiBchen Prifimen 
zentr. quadratisch. Prismen 
quadratischen Prismen 
dreiseitigen Prismen 



Bchranbenf. Sechspunktern. 
Dreimal - Z weipunktem. 
Zweimal - Dreipunktem. 
schraubenf. Vierpunktem. 

Zweimal - Z weipunktem. 
schraubenf. Dreipunktem. 
scbraubenför. Doppelsechs- 

punktem. 
verdoppelten Zweimal-Drei- 

puiiktem. 



Zusammengesetztes Vier- 
punktBchrau bensystem 



quadratischen Prismen 



Vi erzähliges zusammenges. 
Gegen schraub en System 

Sammerfeldt, Plijii. KilBUIIognpUi 



:entr. quadratisch. Prismen 



schrauben förm. Doppelbier 

schraubenf örm, Doppel vier 
punklern. 
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-u ^ A= a 1^ ableitbar bub dem Raum- durch ViDBtelluiig der 

Amen des »jBtems. ^^j^^^ aufgebaut nach: Anfpunkte mit: 

Tardoppelten Zweimal-Zwei- 
punktem. 

Abwecheelndes Yierpunkt- durcliBChnitten. Bchraubenf. 

BchraubenajBtem " " Doppel vierpunktem. 

Abwechselndes zveigiagig. dnrchsclmitt. verdoppelten 

TierpnnktSChraabensyBt, " " Zweimal -Zweipnnktem. 

ZusammengeaetzteB Drei- ^reiBeitigen Primeii nchraubenförm. Doppeldrei- 

punktachraubenBjslem "iDiBDiugnii iimm™ pnnktern. 

Abweduelndes Dreipunkt- BchraubenfOrm. Doppeldrei- 

schraubenBjstem " " punktern. 



dbyGoogIc 
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Fig. 108 n. 109. 
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Kapitel VI. 

Die Sohnckesclieii Fonkteysteme des triklinen, monoklinen 
und rhomttischen Systems. 



g 1. Trlkliner Fall. 

Die GrnppieniDgeii des rhombischen, monoklinen nnd trikUnen STstems 
wollen wir nicht durch Zerapaltnng von hsherej^nmetrischen Grnppiemngen 
ableiten, sondern wollen sie dnrch symmetrische Ineinanderngimg aus den Pnukt- 
gruppiernngen der niedrigsten Symmetrie erzengen. Den asymmetrischen Fall 
hatten wir anf S. 6 behandelt (vgl. ancb Fig. 8) und hrandien demselben 
nichts hinzuzufügen, da ja alle jetzigen Überlegungen nur die VerteilungsweiBe 
der im asymmetrischen Fall eben fortfallenden Symmetrieoperationen betreffen. 
Es ist also nur durch eine Anordnung, das acheenlose Raumgitter, möghdi der 
Drehungssymmetrie des triklinen Systems — welche sich anf die identische 
Drehung reduziert — zu genügen. 

% 3. Bie Pnnktsysteme der monoklinen Achsensymmetrte. 

Tm monokhnen System handelt es ach darum, die Drehnngesymmetrie 
der Holoedrie zn erklären und ea existieren, wie wir jetzt zeigen wollen, drei 
Pnnktgruppiemngen, welche diese Symmetrie beftiedigen. Entweder haben 
wir die Ecken eines zwei^ähUgen Säulensystems oder einer klinorhombischen 
Säule durch Zweipnnkter, welche der Umklappnngaachse genUgen, zu ersetzen^ 
hierbei kann der lTmklq>pnngsachBe erstens dadurch genOgt werden, dase 
Punkt 2 dort ^ch befindet, wohin Punkt 1 des Zw^punkters durch «ne 
Drehung im Betrage 180** übergeht, zweitens auch dadurch, dass man auf 
diese Drehung noch «ne Schiebung längs der Drehungsachse vom Betrage 
der halben Deckschlebnng, welche dieser Kichtung entsprii^^ folgen ISsst und 
Pnnkt 2 dort annimmt, wohin 1 dnrch diese gemischte Operation Ubergeftkhrt 
wird. Entere Gruppen wurden sclion auf S. 29 behandelt, letztere hasst „Zwä- 
punktschraubensystem" und ist in Taf. X, Fig. 110 und flg. 111 dargestellt. 
Die erste Wiederholung der gemischten Operation führt ebenso wie die erste 
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WiederhotuDg der einfachen Umklappung die Gesanitheit der zur Art 1 gehö- 
ngen Pnnkte in sich Ober. 

Beim geraden Prismenaufban (Hg. 10 auf 8. 12) ergeben die genannte 
einfache und die mit einer halben Deckschiebung gemischte vereinigte Umklap- 
pung verschiedene Gruppen, die als zweizähligee Säulensystem und Zwelpunkt- 
schraubensystem bezeiclmet w^den; beim klinorhombischen PriBraenaufbau aber 
bedeuten beide Umklappungearten das Gleiche. 

Faset man nämlich diesen Änfban als einen nach zentrierten rhomboi- 

^C) dischen Prismen erfolgenden aof, was nach den Verbindungs- 

Qj^-"-^®"^ T hnien der flg. 112 etatthafl isl^ so erweist sich in der Tat 

^/i;;;^ die Schiebung längs dieser Priemenkanten als die zweite 

C »'^^^^^ 1 Potenz emer Schraubung die um eine parallde Achse er- 

^^.0--''^ folgt, und die Ecken der geraden rhomboidischen Prismen 

^^ in die Zentren derselben überführt Die Durcbstosspunkte 

'^" ' dieser auf der Zeichnungsebene von Fig. 111 auf Taf. X 

senkrechten Zweipunktschranbenachsen liegen demnach mitten zwischen denen 

der Drebnngsadisen. 

§ 3. Die Punktsysteme der rhombischen Achsensymmetrie. 

a) Erzensttngsweise derselben. Jedes Punktsystem, welches die Achsen- 
symmetrie des rombischen Kristallsystems wiedergibt, muss dadurch erzeugbar 
sein, dass wir von einem der vier rhombischen Gitter ausgehen und die Auf 
punkte durch je einen Yierpunkter in geeigneter Weise ersetzen^ zweitens aber 
auch dadurch, dass wir zwei passende monokline Punktsysteme derart in ein- 
ander setzen, dass die Symmetrieachsen einem rhombischen Achsenkreuz pa- 
rallel laufen und sich die Zweipunkter dieser Teilsysteme zu den gldchen Vier- 
pnnktem, von welchen bei der ersten Erzeugnngart ausgegangen wurde, zn- 
sammengruppieren. Aus diesen beiden Bedingungen lassen sich die Eigenschaften 
der rhombischen Punktsysteme ableiten. 

b) Auf bautypus nach Oblongen. Zunächst ziehen wir die Gruppie- 
rung nach geraden Prismen mit rechteckiger Basis in Betracht. In dieser 
Gruppierung sind von den Punktnetzen, welche einer Achsenebene parallel 
taufen, sämtliche orthogonal auf einander projizierbar, daher ist kräne der 
drd Scliaren von Achsenebenen mit der Klinopinokoid-Flächenschar des klino- 
rhombiBchen Säulensystems vergleichbar, sondern sie muss entweder dem Zwei- 
punktschranbensystem oder dem zweizäfaligen Sänlensystem als Spezialfall ent- 
sprechen. 

Die an Stelle der Au^unkte einzufügenden Doppelzwdpunkter erseheinen 
längs üner Symmetrieachse unverzent oder verzerrt, je nachdem sie Umklap- 
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Fig. U3 u. 114. 
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pongsacliBe oder SchranbusgBachse ist, wir können demgemüBa folgende F&lle 
nnteracheiden: 

1) nach alten drei Achsenrichtnngen verzerrte Doppelzweipunkter, 

2) „ zwei „ „ „ 
3} „ einer „ ., „ 
^) 17 typischen Doppelzweipnnktem. 

Jedem dieser vier EMe entspricht em Ponktsystem vom rechtwinkligen 
Parallel epipedtypns (=: Typna der Oblongen), was wir jetzt zeigen werden. 

a) Abwechselndes rechteckiges Zweipnnktscbraubeneystem 
zweiter Art In dem Fall 1 müssen nm drd Achsenscharen, die paarweise rechte 
Winkel mit einander bilden, solche Dedcsohranbungen des Systems bestehen, welche 
fflffa ans einer Umklappong nnd der halben ihren Achsen parallelen Deckschie- 
bncg zusammensetzen. Dieser Fordening kann aber nicht genügt werden, sobald 
zwei dieser Achsen sich si^eiden; denn da zwd Umklappnngen a and b nm 
zwd ucb rechtwinklig schneidende Achsen eine Umklappnng am eine die bei- 
den ereten senkrecht schneidende Adise Isedingen, so folgt aas dem Hinzatreten 
der Schiehnngen zu a and b zwar eine ParaUelrerachiebiuig der resultierenden 
Achse, ab«' sie bleibt reine Umklappangsachse and wiederspridit somit der 
Voraassetznng, dass nur Schranbenachsen vorhanden sein sollen. Die drd 
Aehaenseharen müssen sich (wegen dieses Wiederspruches) windschief daroh- 
aetzen und zugleich auf der Umgrenzung des Fnndamentalbereicbs (nach 8. 18) 
liegen (vgl Tat X, Fig. 113 und Fig. 114). 

ß) Abwechselndes rechteckiges Zweipunktschraubensystem 
erster Art. Das mit 2 bezdchnete Punktsystem besitzt zwei auf einander 
senkrechte Scharen von Schraubungsachsen nnd eine auf beiden zagletch senk- 
rechte Schar von Umklappungsachseu. Ebenso wie im Falle a) würde aber 
aas der Annahme, dass eine Umklappungsachse mit ii^nd einer Schraubungs- 
achse sidi schnitte, die Existenz einer auf der vorausgesetzten Schar senkrechten 
Umklappungsachse folgen; wegen dieses Wiederspruches mit der Annahme 
muBB jede Umklappungsachse windschief zwischen den Schraubungsachsen ver- 
laufen; letztere hingegen müssen sich schneiden, damit in der Tat die voraus- 
gesetzte Drehung als Resultierende der zwderl^ Schraubungen abgeleitet wer- 
den kann (vgl. Taf. X, ETg. 115 und Fig. IIG. 

y) Zasammengestztes rechteckiges Zweipunktschranbensystem 
(vgl. Taf. X, Fig. 1J7 und Pig. 118). Der durch 3 bezeichnete FaJI besitzt 
zw« Scharen von Umklappungsachsen und eine Schar von Schraubungsachsen. 
Würden zwei der auf einander senkrechten Drehungsachsen sich schneiden, so 
müsste eine auf beiden zugleich senkrechte Drehungsachse existieren, während in 
dieser Rii^tung doch nur eine Sohranbenaohse der Voraussetzung na«^ existiert. 
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Wegen dieaee Widersprochs mUesen die DrebnngBacbsen sich kreuzen; dagegen 
erweist sich die Schranbung nnr dann als resnllierende der beiderld Drehungen, 
wenn sie um eine die DreliungeacbBen reclitwinldig schneidende Adise erfolgt. 
Denn zwei weh reditwiniclig kreuzende Umklappnngsachsen bedingen in der 
Tat eine mit ihrem gemeinBamen Lot zusammenMende Achse der Zweipunkt- 



6) System der rechteckigen Säule. Der durch i zu bezeichnente Fall 
ist vollkommen rertiftglich mit der Annahme draer Sdutren «ch rechtwinklig 
sdin^denda- E>rehnngBach8en, welche ein System von geraden rechtwinkligen 
Farallelepipeden bilden; es liees ddi dieser mit der Bravaisscheu Anordnnng 
von Hg. 14 (auf 8. 12) übereinatinimende Fall ohne weiteres als unter unsern 
vier Müglichkaten vorhanden, voraussehen, er ist auf 8. 29 besprodien. 

o) Der Anfbaatypufi naoh rhombiaohen Frismen. Wird der Kanm 
durch rhombisehe Prismen lückenlos ausgefüllt deren Rhombusse horizontal 
sl«hen mOgen, so kann man folgern, dass in den drei Scharen von Symmetrie- 
ebenen die Puuktnetze nicht gleichartig angeordnet sind, denn in den Hori- 
zontalebenen lassen sidi die Pnnklnetze sämtlich orthogonal anf dnander proji- 
aeren innerti^b jeder der beiden vertikalen Scharen hingegen nur die abwech- 
selnden Ponktnetze), dieselben sind rechteckig und nicht wie die horizontalen 
rhombusförmig. Daher können die Scharen der a- und b-Achsen nur in der 
Weise wie die Säulen des klinorbombisehen Umklappungsensacbsystems actt ver- 
halten, die c-Achsen hingegen entweder wie die Achsen des Zweipnnktschrauben- 
systems oder des zwazäbligen Säulensystems. Demnach ergeben sich zwei 
Möglichkeiten: Entweder sind die c-Achsen Drehungs- oder Scbraubongaacfasen. 
Ersterer Bedingung wird dadurdi genügt, dass die a- und b-Achaen uch schneiden 
und die c-Achsen ebenfalls durch ihre Schnittpunkte gdien, im zweiten Fall 
aber dürfen die a- and b-Aohsen sich nicht schneiden, weil ja and^^falls auch 
ihre gemeinsame Normale eine Drehungsachse sein müsste. Die c-Achse 
achnddet sowohl die a- wie die b-Achse, denn es ist ja in der Tat die gemein- 
same Normale zweier sich rechtwinklig kreuzender Umklappnngsachsen eine 
ZweipunktBchranbenacfase. Der erete Fall wird als Rhomben^nlensystem be- 
zeichnet, der zweite als zusammengesetztes rhombisches Zweipunkt- 
Bchranbensystem. 

Das miombensKnlensystem war bereits anf S. 30 besprochen worden, vgl. 
Taf. II, flg. 43 und lilg. 44. Das zusammengesetzte rhombische Zweipunkt- 
schraubensystem ist in Taf. XI, Flg. 1 19 und f^g. 120 dargestellt. Jeder Vier- 
pnnkter desselben kann als Ersatz der Au^unkte ^er Anordnnng von rhom- 
bischen Prismen betrachtet werden, und besitzt eine in fig. 120 und Rg, 121 
vertikal stehende Zweiponktschraubenachse, durch deren Schiebnngskomponente 
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ans ihm dnen typiecben Vierpnnkter erzeugt, sobald nämlich ein dnrdi ewm 
tibereiBaiidergreifende Erase dai^;estellter Doppelpnoktcir um den Betrag dieeer 
Komponente verschoben wird. 

d) Typtis des reohtwinkligen FaraUelepipeds mit sentrlerten Flä- 
ohen. In jeder der dr« Scharen von Eoordinatenebenen folgen die paral- 
lelen Netzehenen ao, dass nnr die abwechselnden, nicht die benadibarten, auf 
^nander orthogonal pr<giziert werden können, daher ISsst jede dieser Scharen 
rach nnr von dem kUnortiombiBcben Fall, nicht von dem Anfban gerader mono- 
kHoB* Prismen ableiten. Es ergibt üdi also nur eine einige Hägüchkdt^ wel- 
che als Bhombenoktoedersystem bezeidinet wird. Dieselbe muss mithin dnem 
Fall Bravais' entsprechen nnd war schon anf S. 30 besprochen (vgl. auch 
Taf. II, Fig. 45 und Fig. 46). 

e) Typus des zentrierten reohtwinkllgen Farallelepipeda. Aneh 
hier bilden unter den einer Eoordinatenebene parallelen Netzen die Sdiaren der- 
jenigen, welche orthogonal auf einander projiäert werden können, zwd dch 
SquidiBtant dnrohsetzende Hälften, so dass die Kichtungen der a-, b- und c- 
Achse hier ebenfalls nur mit der zweizähligen Achse des fclinorhombischen Ty- 
pus unter den monoklinen F&llen verglichen werden kann. Es mflssen also 
die Symmetrieachsen in solche von drei dch senkrecht durebaetzenden klino- 
riiombiscben Säulensystemen zerlegt werden können. Es existieren drei Scharen 
von Umklappnngsachsea und drd ihnen parallele Scharen von Zwdpnnkt- 
adiraubenachsen. 

Für die Bildung der Vierpnnkter ergibt sich dadurch die Forderung, dass 
man zwd korrelate klinorbombische Sänlensysteme so indnander zn setzen hat, 
dasa die Zwdpankter derselben in Vierpunkter übergehen, welche inageeamt 
den genannten Drehungen nnd Sdirauhungen genügen. Es ist das aber noch 
auf zweierid Weise mögUcb, entweder derart, daes die Drehungsachsen der kore- 
laten Tdlsysteme dch schndden — es g^Jt alsdann von selbst ein Oldchee 
von den Schraub ungsaehaen — oder aber so, dass die Drehungsachsen des 
einen Teilsystems mit den Schraubnngsachsen des anderen zum Sdmitt ge- 
langen. Im ersten Falle liegen andere verzerrte Vierpunkter vor ala im zwdten. 
Letzterem Fall entspricht das berdts auf S. 30 behandelte System dee Oblong- 
oktaeders (vgl. Taf. n, Rg. 47 und flg. 48), so dass nur ein System neu 
hinzukommt, dasselbe hoiaat: 

Bhombisohes OegenBchraubensystem nnd entspricht dem ersten 
der soeben genannten Fälle: Es war soeben gezdgt worden, dass zwd kor- 
relate, rhombisch spezialiderte, klinorbombische Sänlensystemc, deren homologe 
Richtungen sich schneiden und anf dnander senkrecht atohqn jjuid. ^stem dee 
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OblongoktaederB fllhren; die gleichen oben besprochenen Tdlsysteme kann 
man aber zweitens auch so auffasBen, daas die geometrischen Mittelpunkte der 
Vierponkter nicht mehr &nf den vertikalen Drehungsachsen, sondern anf den 
vertikalen Scbraabungsachsen sich befinden. Dadurch wird es möglich, dieselben 
zu den in Taf. XI, Fig. 121 und Fig. 122 zur Darstellung gelangten Vier- 
pnnktem bam Ineinandereetzen der Teilsysteme zasammenzofligen, man kann 
diesen als rhombisdies GegenachraDbensyatem bezeidmeten Fall auch als einen 
solchen betrachten, der mit dem zusammengesetzten rechteckigen Zweipunkt- 
schraubensystem die Vierpunkter gemeinsam bat und nur dnrdi die doppelte 
Anzahl der Änfpunkte sich von jenem unterschddet; in der Tat besitzt ja jenes 
System die Äu^unkte der Anordnung nach einfachen Oblongen, dieses hingegen 
die Äuipunkte des zentrierten Oblogenanfbanes, Somit kann man durch In- 
einanderstellung zwder sich gegenseitig zentrierender, zusammengesetzter recht- 
eckiger Zweipnnktschraubensysteme das Gegenschranbensystem ableiten. 
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Kapitel VII. 
Die Sohnckeschen Fnuktsysteme des r^^ären Systems. 



g 1. Pimki^appierangeD Ton der Achsensymmetrle eines 
Tetraeders. 

Indem wir nunmehr znm regulären Syatems übergergehen, aind die beiden 
HanptßUle zu nnterecheiden, dass die Symmetrie des Oktaeders (reep. Würfels) 
oder nur diejenige des Tetraeders den zugehörigen Punktgruppi^nngen Inne- 
wolinen soll; denn durch die Deokbewegongen des osteren HanptMea mflasen 
diejenigen Drehungen erklärbar sein, welche ein znr regulären Holoedrie oder 
plag^edrischen Hemiedrie gehöriges regelmässiges Punktsystem in sich Uberftkhren, 
mit den Deckbewegangen hingegen, welche ein zur Achsensymmetrie des Te- 
traeders gehöriges Punktsystem in eich überfühen, müssen alle diejenigen Dreh- 
nngea Über^ngtimmen , welche ein zur regulären Tetardoedrie, oder znr tetra- 
edrischen Hemiedrie oder zur pentagonalen Hemiedrie gehöriges Eristallpolyeder 
ungeändert lassen. 

Die zur Symmetrie eines Tetraeders gehörigen Punktsysteme müssen sich 
dnrch Ineinandersetzen von drei korrelaten Panktsyetemen, welche rhombische 
Achsensymmetrie besitzen, erzengen lassen, wobä die Vierpunkter entweder zu 
^isdien Zwölfpnnktem zusammenlegbar sein mllasen,. oder doch wenigstens 
zu solchen ZwöUpunktem, die längs der Deckbewegungsachsen verzerrt er- 
scheinen. Natürlich mUssen die Symmetrieachsen der drei rhombischen Teil- 
systeme senkrecht anf WDrfelflächen stehen und letztere mit einander gleicli- 
wertig sein, d. h. glachartig von Systempunkten umstellt ersidieinen. 

Daher und nur diejenigen rhombischen FUlle, in denen die Hnakoid- 
ebenen als drei mit kongrnenten Pnnktnetzen besetzte EbeneDScharen auf- 
gefasst werden können, brandibar; im speziellen Fall lassen aber nnr in folgen- 
den FSÜen diese Netzebenen nach Kap. VI Eongmenz zn: 

System der rechted^igen Säule, 

Bhombenoktaedereystem, 

System des Oblongoktaeders, 

Abwechselndes rechteddges Zwapunktschraubensystem zweiter Art, 

Rhombisches Oegenschranben System. 
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Femer aber mnsa sich jedes reguläre Punktsystem ans einem mit Drd- 
ecksBymmetrie behafteten erzeugen laaaen und zwar ans dem Rhomboedeisysteiii, 
denn hä den übrigen Ponktanordnungen mit Dreieckseymmetrie (redites und 
linkee DreipunktBchranbenBTstem, dreiBeitigee SSnlensystem) haben die Deck- 
Bchiebimgen solche Richtungen, die nicht mit drajenigen Decksobiebnngen re- 
gulärer Punktgrappiernngen vereinbar sind, wdche auf S. 13 bereits ermittelt 
worden sind. 

Während dieoe Betraditnngen noch für alle regulären Pnnktgrappiernngen 
gelten, nnterscbeiden sich der Tetraeder- und Oktaeder- (reap. Würfel-jtypns 
dadurch , daas bä ersterem die zweiz&hligen Achsen dee Oktaeders fehlen, so 
dasB Tetraeder nnd Oktaeder in einem ähnlichen Veiitältnis zu eönander stdien 
wie die offenen n-Ecken zu den geeddossenen. 

§ 2. Die gegenseitige Lage der dreizShllgen Achsen. 

Znr Feetstellnug der gegenseitigen Lage der zwei- nnd dr«zäh%en Achsen 
mnes beachtet werden, dass zwei äeh schneidende dräzählige Aefaaen eines 
Tetraeders mit Notwendigk^t ergeben, 



dasa zweizählige Achsen dnn^ 
Schnittpunkt der dreiäUdigen hindurdi- 
gehen. Solche zweizählige Drehungs- 
achsen sind aber nur in den arm ersten 
von den fOnf aufgezählten Fällen 
(System der rechteckigen Sänle nnd 
den beiden Oktnedersyalemen) vorhan- 
den, in den baden Schranbensyatemen 
jedodi nidit, folglidi dilrten zwar in 
den drei ersteren,' nicht aber in den 
beidwi letzten FUlen die dreiäUüigen 
Fig. 123. Achsen sich schneiden. Die drei ersten 

Fälle nnteiBobeiden sich dadurcJi von einander, dass der eine zum Bravais- 
Bchen Typna des Würfels der andere zu demjenigen des Oktaedos, der dritte 
zu demjenigen des Ehombendodekaeders gehört. St^t man eich die Knoten- 
punkte der Raumgitter, welche diesen drei flUlen entsprechen, als Zentra der 
Polögnrea eines tetraedrischen Pentagondodekaedera vor, so erhält man die 
zugehörigen Punktsysteme, welche daher ancb als knbisches, oktaedrisdiee, 
dodekaedrisches Zvölfpunktersystem nach Sohncke bezdchnet werden. Um 
die Anordnung von vier dreizähligen gldchwertigen Adisen, deren keine die 
andere schneidet, anschauücb zu machen, denke man uch an einen WUrfd 
in der durch Rg. 123 verdeutlichten Wdse drei weitere kongruente Würfel an- 
gesetzt, derart, dass die drei nicht durch den Nullpunkt gehenden Flächen 
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des ersten gleidizeitig je eine der Orennebenen fllr die drei anderen sind. In 
dem eisten Wfirfel konstruiere man die Körperdiagonalen, lasse aber nnr die- 
jenige g, weiche durch den Nullpunkt geht, an ihrem Platze, die drei anderen 
verschiebe man je um die Länge und Richtung einer WUrfelkante. Die aus 
(2, 5), durch Verechiebiing um 0, hervorgehende Diagonale hrässe d, die ans 
(3, 6), durch Verechiebnng um a, hervorgehende hdsse e, die aus {1, 4), durdi 
Verschiebung um b, hervorgehende heisse f, es bilden alsdann g, d, e, f ein 
System von vier drdzShligen Achsen der geeuehten Art. 

% 3. Besclirell)nng der FBlle Tom Tetraedertypns. 

Den fUnf in Betracht kommenden rhombischen Punktsystemen, welche 
soeben aufgezählt wurden, entspricht nun je ein reguläres Punktsystem^ da 
drei derselben, nämlich das kubische, oktaedrische und rhombendodekaedrisohe 
Zwölfpnnktersy Stern schon froher behandelt und, kommen nur zwei in dem 
folgenden § zu betrachtende Punktsysteme hinzu. 

a) Beffoläree abwechselndes Zweiponktfichraubensystem. Dasselbe 
entsteht ans drei abwechselnden rechteckigen Zwdpunktscbranbensystemen zwmter 
Art, sofern dieselben symmetrisch in Bezug auf die durch Fig. 133 dargestell- 
ten vier Scharen drdzShliger Achsen gestellt werden; und zwar geschieht das 
dadurch, dass die in Fig. 75 auf Taf.V dargestellten Träger der Pmikte nadi drei 
aufeinander senkrechten, parallel mit Wttrfelkanten laufenden Richtungen sich 
durchsetzen. Als verzerrter ZwöUpnnkter, welche dieses System ans «nem 
Raumgitter aufbaut, kann der Inbegriff von drei nächsten, aber zu versdiie- 
denen Achsenscharen gehSrigeil Vierpunkt«m der genannten rhombischen Punkt- 
systeme anfgefoBBt werden und zwar liegen die Achsen dreier solcher Vier- 
punkter gegen einander wie drei windschiefe Kanten eines Würfels. 

b) Reguläres zusammengeBetztes ZweipnnktaohratibeDSystem. Das- 
selbe entsteht ans drei rhombischen Gegenscbraubensystemen, sofern dieselben 
symmetrisch in Bezug auf die durch Flg. 123 dargestellten vier Scharen drei- 
zähliger Achsen durcheinander gesetzt werden. Die von den Aufpnnkten ge- 
bildeten Rhomben und zuvor zu Quadraten zu spedalisieren; die Ineinander- 
setzungen erfolgen nach einem von den Diagonalen dieses Quadrats zusammen 
mit der Schraubungsachse gebildeten Koordinatensystem. Die verzerrten ZwÖlf- 
pnnkter, mittels welcher dieses Systems ans einem Raumgitter anfgebant werden 
kann, bestehen aus den drei nächsten aber zu verschiedenen Teilsystemen ge- 
hörigen Vierpunktem der Gegenscbranben Systeme und zwar liegen die Scbrau- 
bungsachsen je dreier so zu ver^nigender Yierpunkter gegen einander wie 
drei windEohiefe Kanten eines WUrfels. 
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% 4. Panktsysteme, bei den die dreizähUgen Obtaederachsen 
sich schneldeD. 

Um die hCchste Drehungssymmetrie, welche im regulären System möglieh 
ist, zn erlangen, muas man zu den Symmetrieelementen, welche die in den 
vorigen fünf fallen betrachteten Würfel anfwieaen, eine Umklappung um eine 
Richtung, welche einer I<lächendiagonale des Würfels parallel ISuft, hinzanehmen. 
Zwar braucht deshalb die Umklappungsachse nicht in der WQrfelfläche selbst 
zu liegen, aber da die Gesamtheit der WUrfel, welche ihn zu einem Raum- 
gitter vervollständigen, bB der Umklappung in üch tlberg^en mnss, besteht 
nnr die weitere Möglidikeit, dass die Umklappungsachse durch das Zentrum 
eines WUrfels hindurdigeht. Im allgemeinen leiten sich daher von jedem 
Punktsystem mit Tetraedersymmetrie zwei solche mit Oktaedersymmetrie ab, 
jedoch werden bei denjenigen Gruppierungen, welche die Deoksehiebungen eines 
Systems zentrierter Würfel besitzen, beide Fälle identisch, denn es tlihrt jede 
Deckschiebung, welche eine Wttrfelecke mit einem Warfelzentrum vertauscht, 
zugleich den ersteren Fall der Umklappnngaachsen in den andern über. In 
den IMen, in welchen die Decksciiiebungen an «nem System von unzent^ie^ 
ten Würfeln oder von aolchen mit zentrierten Flächen veranschanlicht werden, 
beetdien dagegen beide Mö^chkeiten. 

Von den kubischen und oktaedrischen ZwälQ)unktersy8tem leiten sich dem- 
nach je zwei FUlle ab, von dem rhombendodekaedrischen nnr einer. HierfUr 
liefern wir zunädist eine, die Sohnckeschen Bezdchnungeu enthaltende, 
Tabelle: 

Punktsystem vom Typus des 
Tetraeders (= ursprüngliches): Oktaeder i— abgeleitetes); 

Kubisches Zwülfpunktersystem kubisches Vierundzwanzigpunktersjratem, 

reguläres zweigängiges Vierpunktschrau- 



Oktaedrisches Zw01fpunktersjst«m oktaedrisches Tierundzwanzigpnnkler- 

gjstem, 

reguläres Gegenschraubensystem zweiter 

Art 
rbombend odekaedriacbes Vi erund z wan zig- 

punktersysteu. 

Nunmehr wenden wir uns der Beedireibung dieser Punktsysteme im än- 
zelnen zu: 

Die drei Vierundzwanzigpunktersysteme waren bereits früher behandelt 
worden (S. 35), so dass hier nnr die beiden Schraubungssysteme unter den ftknf 
soeben aufgezählten FSilea berückHchdgt werden. Um das kubische Zwölf- 
pnnktersystem durch eine Umklappung zu verdoppeln, bietet sich dem vorigen 
zufolge entweder die Möglichkeit, die Umklappung nm einen Schnittpunkt von 
vier dreizäbligen Achsen vorzunehmen, oder um eine Achse, welche zwischen 
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benachbarten windacbiefen drazähfigen Achsen liegt Im ersten Fall geht ein 
jeder der epischen ZwClfpunkt^ in einen typischen Vienmdzw&nzigpiinkter 
Über, so dase vir auch sagen kennen, es seien drei regolär spediüisierte Qoitd- 
mtsäuleneysteme mit zusammenfallenden Aoipankteu derart ineinander gesetzt, 
dass die Hauptachsen Würfelkanten werden. Im zweiten Fall haben wir einer 
Kaiqitachse niclit mehr typische Doppelvierpunkter zuzurechnen, da die anfein- 
ander senkrechten Umklappongsacbsen sich nicht mehr sdineiden, sondern sich 
windschief dttrchsetzen. Die Achtpnnkter rnttssen aber zu zweigSngigen zu- 
sammengesetzten Vierpnnktscbrauben ucb zusammenfBgen lassen, denn eine solche 
Schraube genfigt gerade der zweizabligen Drehung um die Hauptachsen und 
den in FVage kommenden Umklappungen. So ergibt sich das Punktsystem 
des folgenden §. 

a) Begulärea Zweigüiigiges VierpnnktsohraabeiiBTStem. Das System 
kann aufgefasst werden als Inbegriff dreier nach senkrechten lüchtuugen in- 
einander gesteckter zweigSnginger zusammengesetzter Vierpnnktsobranbensysteme 
und zwar ist zur Bildung der Viemudzwauzigpunkter, weldie beim Anönan- 
drareihen längs des charakteristischen Ranmgitters das Punktsystem erzeugen, 
folgendenuassen zu verfahren: Auf drei zu verschiedenen Scharen gehSrigen 
und dnander nSchststehenden Hauptachsen fasse man Am dnander näcbst- 
atebende Aditpnnkter, welche die ineinander gestellten Teilsysteme aufbauen, 
zusammen; es müssen diese drei Achtpnnkter längs dreier windschiefer Kanten 
eines Würfels als Hauptachsen aufgereiht erscheinen. 

b) Baguläres Oegeusohraubensystem zweiter Art. liegt dem Punkt- 
system ein nach Wtlrfehi mit zentrierten Flachen erfolgender Aufbau zu Grunde, 
so bieten sich ebenfalls zwd Möglichkeiten 1^ die Umklappungsadisen; wenn 
wir sie dnrch Schnittpunkte der dieizShligen legen, so entsteht ein typischer Yier- 
undzwanzigpunkter um jeden Anfpunkt, legen wir die Achsen aber so wie 
beim System a), so sdindden sich niemals zwei dieser rängeillgten Umklap- 
pungsachsen, eodem bilden Scharen, weldie uch windschief durchsetzen. FVagen 
wir nun, wie da^enige tetragouale Punktsystem beseha^n san muss, ans 
welchem mittels dreier Esemphire sich dieses reguläre Punktsystem aufbauen 
ISsst, so ergibt sich, dase nur das vierzählige zusammengesetzte Gegensohrau- 
hensystem branchbar ist, denn zunächst muss man von dem tetragonalen Punkt- 
system fordern, dass es ach von quadratischen Säulen mit zentrierten Fachen 
ableite (oder, was nach S. 10 gleichbedeutend ist, von zentrierten quadrati- 
sdien Säulen), femer, dass es mittels Aohtpunktem aus einem Banmgitter auf- 
banbar sei, was ausser für das Gegenschraubeneystem nnr noch für das zu- 
sammengesetzte Quadratoktaedersystem zutrifft, welches aber als für diesen Fall 
nicht brauchbar erkannt ist wegen seiner typischen Achtpunkter. 
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Hithtn kann dieses Syatem als DnrchdriDgnng dreier vierzähliger znsam- 
mengeeetzter GegetiacfaranbenBysteme anfgetäflat werden, weldie mit itiren Haupt- 
achsen den drei Richtungen der WOrfelkanten parallel gestellt und und zwar 
so, daaa nach der Durchdringung den Umklappangeachaen genflgt wird. Um 
das Punktsystem aus dem cbarakteristiBcfaen Raumgitter mittels Viemndzwanzig- 
punkton anfzubanen, bilde man letztere dadurch, dass man die Würfel auf- 
sucht, vdcfae von drei einander am nächsten stehenden Hauptachsen dieter 
Teilsysteme gebildet werden, an drei zu einander windsdii^en Kanten eines 
jeden solchen Würfels befindet uch ein solcher Vierundzwanzigpnnkter und 
zwEu* als Inbegriff draer zn verschiedenen Teilsystemen gehöriger und sie 
aufbauenden Äehtpnnkter. 

g 5. PnnbtBfsteiiie mit irindsohlefen Sdiaren ron drelzähllgeu 
OktaederacliBen. 

Zur Diaknsiou der von dem regulären abwechselnden Zweipnnktsohrau- 
beneyetem und zusammengesetzten Zw^punktscfaraubensyetem ableitbaren fUle 
knüpfen wir an das Ei^bnia der 8. 58 an, nach welehem die aus Flg. 123 
ersichtlichen Schiebungen notwendig sind, um die dreizähligen Achsen zum 
Schnitt zu bringen. Die UmklappnngsadiBen müssen nun so angebracht wer- 
den, dass ihre Operationen die Gesamtheit dieser sämtlich windschief gelegenen 
Adisen in sich DberfUhren. lOthin müssen die Umklappungsacbsen senk- 
recht anf der sie si^neidenden dreizähligen Achse liegen und diese im Mittel- 
punkt eines der Würf^ tre&en. 

Inneitalb dieses Würfels aber mflesen diese Umklappungsachsen mit einer 
deijenigen sechs Umklappungeachsen znsunmeni^llen, welcher m einzehiw sol- 
cher Würfel fUr ucb alldngenommen besitzen würde. 

Begtüäres aegenBchraabensystem erster Art. Dasselbe leitet sii^ 
von dem regulären zusammengesetzten Zweipunktsciiranbensystem durch Ein- 
fügung von Umklappungsachsen ab; fügen wir diese Cmklappnngsadisen den 
rhombischen Gegenachraubensystemen ein, ans denen das Svstem aufgebant 
werden konnte, so entstehen vierzählige zusammengesetzte Oegenschrauben- 
systeme; es ISsst sich also das System als Durchdringung dreier vierzähliger 
zusammengesetzter GegenschraubeDaysteme auffassen, welche nach drei anfan- 
ander senkrechten und zu WOrfelkanten parallel laufenden lUchtnngen «ch 
durchsetzen, und es sind die Aditpnnkter aus welchen eidi dieses tetragonale 
Punktsystem aufbaute, zn je dreien zusammenzufassen, um die Ersetzung der 
Auipunkte des jetzigen Systems durch Tiemndzwanzigpunkter zu erkennen. 
NatOrlidi sind wiederum die Hauptachsen der drei zusammengehörigen Adit- 
punkter wie drei windschiefe Wfirfelkanten gel^:en. 
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BegnlSres Vierponktschraubensystem. Daaaelbe entsteht, wenn man 
UmklappongsnohBen in das abwechselnde rechteckige Zwdpanktschranben- 
syatem zweiter Art unffigt. Ans diesem geht hiwbei tm ahwedtsdndee 
Vierponktsdirauhensystem heiror und zwar entweder du rechtee oder dn 
linkes, demnach haben wir auch bei. dem jetdgen regulären Punktsystem 
zwä enanümoiphe Ornppienmgen za nntaiichdden nnd können jede denelbea 
anüässen als IneinanderfÜgnng dreier abwechaekkder VieipunktschraubenBysteme, 
weldie derart uch durchsetzen, dass in lüchtnngfin, die zn Wfirfelkanten 
parallel und, nirgends zwei zn Tersohiedenen Tdlsystemrai gehörige Achsen 
üch schndden. Der durch Fig. 123 dargestellten Schar dreizätüiger Achsen mnss 
durch die Gesamthdt draselben genflgt werden nnd wir kOnnea dnen Vie» 
nndzwanzigpnnktw, welcher geeignet ist, ans dem Raam|^tter dieses Punkt- 
systems abzuleiten, dadurch eriialten, dass wir drei nächststehende, zn Tersohie- 
denen Tdlsystemen gehörige Achtpunkter der tetiagonalen Teilsysteme zusam- 
menfassen. Diese Achtpunkter besitzen Hanptadisen, die gegendnand^ windsdiief 
und zwar so, wie drei nicht znsammenliSngende Würfelkanten gelegen sind. 



Digitized by VjOO'J IC 



Kapitel VIII. 
Die historische Entwickelung der Struktnriiheorien. 



§ 1. Mekbllck auf die Perlode vor Solmoke. 

Die historische Entwiekelnng der gtrakturtbeorieD tei\t man i 
ein in 1) die Periode vor Sohncke, 2) die Forachnngen Sohnckes seJbst^ 
3) die Periode der Erweiterung von Sohnckes Theorie. 

a) Die Periode Tor Fraukenhelm. Obgleich sction Kepler (J. Kep- 
ler, Strena sen de nive sesangnla 1619) und Huygena (Traitä de la lii- 
mi^re 1690) ranmgitterartige Aseinanderi^gungen von Bausteinen znr Veran- 
Bchaoüchnng einer KriBtallBtraktnr benutzt hatten, ao wnrde doch eine ayste- 
matiBche Bearbeitung dieses Gebiets erst nacli der Erkennung der sechs Kristall- 
systeme mCglich. Schon Hauy, welchem die Kenntnis der Kristallsysteme zu 
verdanken ist, erkannte die Möglichkeit, in jedem derselben einen lückenlosen 
Aufbau von Parallelepipeden auszufahren, sogar erkannte er neun f^e hierfllr, 
nämlidi im hexagonalen, rhombischen nnd monoklinen System je zwei, in den 
übrigen Systemen je einen Fall. Die von Hany angegebenen I^lle und: 
Anfbaa nach Wttrfeln, Bhomboedem, dreiseitigen Prismen, Quadmtprismen, 
Oblongen, geraden Rhombnsprismen, schiefen Bhombnsprismen, geraden rhom- 
boidischen Prismen, schiefen rhomboidiscben Prismen. 

b) Die holoedrischen Gitter von Frankenheim and Bravaia. So- 
mit war zwar schon in drei Fällen der Nachweis geliefert, dass mehr als dn 
Typus von ^tteriormigen Anordnungen zu einem Kristallsystem gehören kann, 
aber erst Frankenheim und Bravais leiteten alle überhaupt möglichen 
^tteriSrmigen Punktgruppierungen ab. Ausser den neun Fällen Hanys lehrten 
diese Antoren noch fUnf weitere kennen. Diese fünf weiteren haben die Eigen- 
schaft mit einander gemeinsam, dass ue aus den Fällen Hanys durch Beset- 
zung der Zentren der aufbauenden f^guren oder durch Besetzung ihrer Flachen- 
zentren mit materiellen Punkten ableitbar sind, nnd wohl nnr vtäi Hauy 
diesen Zentriemngsprozesaen keine besondere Bedentang beimass, biteben diese 
f&nff^levonihm unerwähnt. Die AbleitnngBravais' ist wesentlich eleganter und 
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strenger ala diejenige Frankenheims, aach hatte letzterer zwei identiBi^e F^Ue 
als versdiieden betrachtet and daher 15 I^lle vod Ramngitteni fUr möglich 
erklärt. Weder HravaiB noch Frankenheim nahmen den Anfban nach hexa- 
gonalen Priamen in ihre Aufzählong aof, da sich die Ecken desselben nicht 
als ein von äquidislanten Paukten besetztes Kaomgitter auffassen lassen; es 
wnrde dieser Umstand von Sohncke als Einwand gegen die Theorie von 
Bravais angegeben; indessen haben wir in diesem Buch diesen Einwand be- 
seitigt, indem wir nicht die Vorstellung von Gittern, sondern von einer lücken- 
losen ßaumausfiillung mittels regelmässiger Figuren den Betrachtungen zu Grande 
legten, wobei sich die 14 F^lle Bravaia' nebst dem Aufbau nach sechsseiti- 
gen Prismen ergaben, so dass wir keinen Einwand mehr in der Äusserung 
Sohnckes erblicken: „Warum sollte nicht z. B. eine derartige Anordnang der 
Molekelzentra möglich und sogar wahrscheinlich sein, bei der sie in einer Ebene 
die Ecken von lückenlos aneinander liegenden regelmäflsigen Sechsecken, wie 
Bieuenzellen bilden?" (Sobncke, KristallBtmktnr S. ^3.) 

o> Bravais' meroedrische Oitter. Die letztgenannten 15 Fälle haben 
die Eigenschaft mit einander gemeins^un, dass nur die Holoedrieen uidit 
aber die Meroedrien dnn^ sie erklärt werden, wobei wir die zu dem Auf- 
bau nach Bhomboedem gehörige Gruppe als trigonale Holoedrie aufzufassen 
haben, Bravais lieferte nun aber durch eine einfache Hypothese, welche bei- 
läufig schon mehrfach in diesem Buche zur Sprache gebracht ist, auch dne 
Erklärung der teilfiächigen Erislallformen aus seiner Stmkturtheorie. Derselbe 
dachte sich die Gitterpunkte nicht allseitig aymmetrisch, sondern stellte sie üch 
als Zentren von solchen Bausteinen, deren Symmetrie dem Eristallsystem des 
Gitters zugehört, vor. 

Sind dieae Bausteine holoedrisch, so ergibt sich nur ein ganz unwesent- 
licher Unterschied dieser Molekelgitter gegenüber den Punktgtttem, denn eine 
so gewählte Molekel vermindert ja die allseiüge Symmetrie des durch aie er- 
setzten Gitterpunktes genau auf diejenige, welche ohnehin dem Gitter zukommt. 
Ist aber die Molekel meroedrisch, so wird damit auch die dem Gitter an sich 
innewohnende holoedrisi^e Symmetrie auf die gldche meroedrisdie herabge- 
drückt. In der innerhalb dieses Buches eingeführten Terminologie können wir 
sagen: Bravais operiert nicht ledigUch mit Schiebungen als Deck Operationen 
der Gitter, sondern auch mit den Symmetrieoperationen, welche ün typisches 
Eristallpolyeder besitzen kann, und zwar wendet er letztere ausschliesslich so 
an, dass ihre Achaen, resp. Ebenen, durch die als materielle Objekte zur Ver- 
anschaulichung dieser Operationen benutzten Gitterpunkte selbst hindurchgehen. 
Wir benutzten nicht die Formen selbst, sondern die Polfiguren derselben, um 
nicht das Gebiet der eigentlichen Pnnktgruppieningen zu verlassen. 

Sommerrsldt, Phye. Kil>lall>^[npht«, & 
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§ 3. Sohnckes Aaffassansen reiflichen mit anderen 
Strnlctnrtlieorlen. 

a) Unprünglictie Tbeorie Sohnckes. Sohnoke erweitert die Punkt- 
gitter Bravais' dadurch, dasa er aneeer den Schiebungen und Drehnngen auch 
die Aufeinanderfolge beid«- Bewegungen als Deekoperationen der Pnnktgmp- 
piemngen einfllhrt, hierdurch ei^ab aich gegenüber den Bravalaechen Molekel- 
gittern einerseits eine Verallgemeinerung, welche durch das Vorhandensein ver 
zerrter Polfignren gekennzeichnet werden kann, andrerseits aber auch eine Ein- 
Bchränknng, indem Sohncke nur die direkten Eongmenteetzungen nicht aber 
die inversen KongrnentBetznngen der Bausteine kennt, so dase von seiner Ueorie 
di^enigen Fälle Bravais', bei welchen die Molekelsymmetrie äch keinem der 
elfMUe von reiner Drehnngssymmetrie nnterordnen, durch die TheorieSohnckes 
Oberhaupt nicht unmittelbar beherrscht werden. 

b) Sohnokes Erweiterung seiner Theorie. Die zuletzt genannte Gin- 
schrilnkung suchte Sohncke indessen zu begründen und hielt dieselbe für an- 
gemessen gegenüber den Beobachtungen. Sohncke halt ee ftlr nnwahrsoh^n- 
lich, dasa Kristalle aich ans zwei soliden Arten von Bausteinen aufbauen, 
weldie zn einander genau enantiomorph sind, vielmehr fasst er diese Annahme 
als einen speziellen Fall der erweiterten Voraussetzung auf, dass zw« gänzlich 
versdiiedene Molekillarten sieh an dem Anfbau des Eristalles beteiligen. An- 
iSnglich erklärte Sohncke (vgl z. B. Kristallatmktur, S. 209) die Vorstellung 
ttlr genflgend, „dass der ganze Eristall aus mehr««n indnander gestalten 
Bravaisseben Raumgittern sich aufbaue, später hält Sohncke es fllr eine 
Erweiterung dieser Hypothese, wenn er definiert (vgl. Zeitsiäir. f. Krist 14, 
S. 433): „Bin Kristall (unendlidi ausgedehnt gedaidit) besteht ans einer end- 
lichen Anzahl ineinander gestellter regelmässiger Punktsysteme, welche sämt- 
lich gleich grosse und gleichgerichtete Deckschiebnngen besitzen. Diese inein- 
ander stehenden Teilsysteme sind im allgemeinen nicht kongruent, auch sind 
die Baustdne des einen im allgemeinen andere als die des anderen. Doch ist 
Kongmenz der Bausteine der verschiedenen Teilayateme nicht ausgeschlossen." 

o) Die erweiterten Theorien Sohnckes In der Darst«llungsweise 
dieses Baches. In diesem Buche war die Definitionen von vornherein so ge- 
staltet, dass sie auf die letztgenannte Auffassung von selbst hinführen. Der BegrilT 
„Fnndamentalbereich" war Sohncke noch unbekannt, die Leser dieses Buches 
werden aber schon in den ersten Kapiteln desselben die Möglichkeit erkannt haben, 
innerhalb eines Fandamentalberein^s, den wir auch als Spielraum eines Bau- 
steins bezeichnen können, sich ganz verschiedenartige Teilbansteine vorzustellen, 
übertiaupt können wir das Verhältnis der Sohnckeschen und unserer Auffas- 
sung folgondermassen ausdrücken: Sohncke betraclitet die Ecken eines Punkt- 
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syatems itlr das WeBentlicbste, wir hingegen gerade das geeamte Zwischenge- 
biet und wir erklären: Der Fall, dass gerade nur die Ecken der Fundamental- 
berdche materiell sein sollten, ist ebenso als Grenzfall zn betrachten, wie 
derjenige, dasa die allgemeinste Form einer der 32 Symmetriegmppen weh anf 
^e spezielle einfache Form reduziert Auch diese Spezialisierung der Poly- 
eder hat nämlich darin ihren Gmnd, dass die Ausgangspunkte (also die Flächen- 
pole der Form) auf den Rand der Fnndamentalbereiche rDcken, welche durch 
die Engelteilung innerhalb der betreffenden Symmetriegruppe entstehen (vgl. 
Sommerfeldt, Geometrische Kristallographie, Taf. 1 — 31). 

Die Deckoperationen, welche eine Eristallstmktar besitzt, sind nach 
miserer Auffassung vollkommen unabhängig von dem Objekt, auf welche sidi 
diese Operationen beziehen, in allen Fällen können wir daher auf beliebig viele 
materielle Objekte innerhalb des Ausgangsbereichs die Deckoperationen wirken 
lassen und so ineinander gestellte Punktsysteme erzeugen. Um die Deckope- 
rationen selbst zu klaseifi^eren, erscheint jedoch folgender Gang geboten: Erstens 
können die Deckoperationen in Verschiebungen bestehen, so ergaben sieh die 
14 Fälle von Bravaia nnd 25 F^le von Wulff, zweitens können auch noch 
Drehungen und ihre Vereinigung mit Schiebungen in Betracht gezogen werden, 
so ergeben sich die 65 FSMe Sohnekes, drittens können ausser den sub 2 ge- 
nannten Operationen auch noch inverae Symmetrieoperationen nnd ihre Aufein- 
anderfolge mit Stdiiebungen in Betracht gezogen werden, so ergeben sich die 
230 Fälle der Nachfolger Sohnckea. 

d) Übei^ang zu der Erweitenmg der Theorien Fedorowa, Schön- 
fliesfi, BarlowB. Auf die Fnndamentalbereiche bezogen, können wir das Ver- 
hältnis dieser Theorien wie folgt ausdrücken: Aus den von Hauy erkannten 
Gittern (Kristallachsengittem) leiten sich alle übrigen Gruppierungen durch 
Teilung der Fundamentalbereiche und zwar zunächst die Bravaisschen bei 
Festhaltung an der Fordemng, das Gleichwertiges kongruent und parallel ge- 
stellt ist, die FWe Wulffs durdi dig'enige Teilung, welche bei rdn symme- 
trischer Ineinanderstellung kongruenter Bravaisscher Gitter sich ergibt, die 
Fälle Sohnekes bei Hinzunahme von Schiebnugen als Deckbewegnngen 
Bravaisscher Gitter nnter Festhaltung der Forderung, dass Gleichwertiges 
stets kongruent sei, die 230 Fälle der Na<^folger Sohnekes bei folgender 
Erweiterung letzterer Fordemng: Gleichwertiges kann entweder kongment oder 
spiegelbildlich sein. Jeder der 165 Fälle, welche hierdurch zu den Sohncke- 
sdien hinzukommen, kann durch Halbierung der Fundamentalbereiche aus einem 
^eeer 65 Fälle abgeleitet werden und enthält spiegelbildlich sieh entsprechende 
Bravaissche Gitter. 

Mit dem letzten Satz identisch and nur dem Wortiant nach etwas ver- 
schieden ist die Anschannng, welche Sohncke Über diese 165 Fälle sich 
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bUdet; statt nämlich die l<^mdamentalbemcbe seiner 65 Fälle direkt zn teilen^ 
biingt er zwei enantiomorpbe Bausteine an soldien Stellen der Fundamental- 
bereiche an, daas der Bedingung der Gleichwertigkeit anch von dem bo ver- 
doppelten System genügt wird, und zwar ist von Gleichwertigkeit der Ban- 
steine folgendermassen zu sprechen: Der Anbli<^ dner (unbegrenzt weit aus- 
gedornten) Struktur mnss von dnem beliebigen Baustein ans im direkten oder 
inversen Sinn dem von irgend einem anderen Baustein ans dargebotenen Anblick 
gleich erscheinen. Es ist unwesentlich, ob wir das Materielle der 165 Struk- 
turen als punktförmig oder als wirkhche kleine Körper auffassen, die wir am 
eintacfasten sogläch als Über den ganzen Fundamentalbereich ausgedehnt uns 
vorstellen und so den früheren Standpunkt wiedergewinnen können. Die Auf- 
fassung Sohnckes aus zwei Ausgangspunkten die 165 Fälle des nächsten 
Kapitels zu erzeugen, iat sehr anschaulich und wir weiden uns derselben an- 
schUessen, oder genauer gesagt, wir werden in engster Anlehnung an Barlow 
diese 165 F^le dadurch beschreiben, dasa wir angeben, durch welche Opera- 
tionen die beiden aus diesen Ausgangspunkten einzeln hervorgehenden Sohncke- 
schen Punktsysteme mit einander zur Deckung gebracht werden können. 

§ 3. L. Walffs Eiuwand, betreffend die Flächeneyminetrie 

der Punktsysteme. 
L. Wulff erhob einen Einwand gegen die kristallographische Brauchbar- 
keit der Sohnckeschen Scbraubnngssysteme; zwar enthält dieser Einwand änen 
Irrtum, den schon Sohncke (Zeitschr. f. Erist. 14, 18) nachgewiesen hat, 
aber nach der Abtrennung des Unrictitigen bleibt noch ein sehr bemerkens- 
werter Inhalt in der Auffassung Wulffs Übrig, 

a) WulfiRi Einwand,- erläutert am Dreipunktscbranbensystem. 
Wulff fasst in einem Dreipunk tochraubensystem die hexagonaJe Basis ins 
Auge (vgl. 8. 44) und sagt: In nächster Nähe wird die Basis von den 
Schrauben Windungen nicht so umlagert, wie es der hexagonalen Ogdoedrie ent- 
spricht, sondern in einer vollkommen asymmetrischen Wmsc, folglich ist nach 
Wulff das Dreipunktschraubensystem bei Kristallen nicht möglich. 

Sohncke entgegnet mit Recht, Wulff habe übersehen, dass dennoch der 
hexagonal ogdoedrischen Symmetrie genügt werde, sobald man solche Parallel- 
versdiiebungen vernachlässigt, welche kleiner sind als die kleinsten Decksf^ie- 
bungen des Gitters. In der Tat existieren, sobald wir das Lmienelement be- 
trachten, in wdchem eme Schraubenlinie unsere Basis durcbstösst, homologe 
und um 120, reep. 240" gedrehte Linienelemente auf derselben Schrauben- 
linie um den dritten Teil desselben Schraubenumgangs höher, reep. tiefer, es 
grenzen also diese in Bezug auf Schranbungen einander gleichwertigen lauien- 
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elemente zwar nicht sämtlich unmittelbar an die Basis an, untersdieiden sich 
aber hödistena durch Parallel Verschiebungen, welche von der GrBesenordnung 
des Fundamental beretohs sind, von dieser Stellung. 

Nun frage ich: Wie untersdieidet aieh der Inbegriff dieser drei Linien- 
elemente von der äuasern Eontnr eines aolchen Bausteins, wie ibn Bravais 
zum Aufbau einer Struktur von gleicher Symmetrie verwenden könnte? 

Die Antwort lautet, dass — abgesehen von den genannten unwesent- 
lidien Paralletverschiebungen — ein Gebilde von genau solcher Symmetrie 
entsteht, wie es Bravais benötigt, nämlich ein besagonaler Banatän. Statt 
zu sagen: Bravaia verwendet hesagonale Bausteine, können vir auch sagen: 
Bravais umstellt die einzelne Gitterecke mit einer asymmetrischen Ansgangs- 
fläche nnd er^nzt dasselbe zu einem hexagonalen Baustein, oder noch ab- 
strakter: Bravais operiert mit Parallelverschiebungen, Drehungen und Spie- 
gelungen als erzeugenden Operationen seiner materiellen Gitter, aber er 
wendet die beiden letzteren stete so an, dass jede einzelne Ecke seines Punkt- 
gittera d. h. jeder Aufpunkt oder jedes Zentrum eines Fundameutalbereichs der 
Schiebungen einen Baustein besitzt, dessen Symmetrie in das Kristallsystem 
des Gitters selbst gehört. Von Fundamen talbereichcn der Schiebungen spreche 
ich nämlich in dem Sinne, dass ich iür den Augenblick nur die Translation 
als erzeugende Operation betrachte also nnr die mit Parallelstellung verbundene 
Homologie als Gleichwertigkeit gelten lasse. 

b) Widerlegui« des EHnwuides durch Annäherung an Bravais 
Theorie. Die Systeme Sohnckes enthalten ebenfalls sämtlich innerhalb eines 
TranslatioDsfnndamentalbereichs alle Punkte, welche einen derselben zu einer 
dem Kristallsystem der Gittersymmetrie angehörigen Polfigur vervollständigen, 
sofern wir nur die Translationskomponenten der Schranbungen rückgängig 
machen. Nun wurde aber Sobncke durch den Einwand Wulffs darauf ge- 
führt, diese kleinen Translationen als mit Null identisch zu betrachten, so dass 
wir folgerichtig sagen mllssen: Zwischen der Sohnckeschen und Bravais- 
Bchen Theorie besteht kein wesentlicher Unterschied, sobald wir die genannten 
kleinen Translationen nach Belieben fortlassen oder hinzudenken können; beide 
TTieorien sind mithin gleichberechtigt 

c> Unterschied von Bravais' und Sohnckes Theorie hinsiphtllch 
der Fläohensymmetrie. Unter Flächensymmetrie einer mit einem Punkt 
aystsm verbunden gedaditen Ebene verstehen wir diejenigen Deckbewegungen, 
welche das Punktsystem so in sich fiberflihren, dass zugleich die betreffende 
Fläche ihre Lage nicht ändert. Diese Operationen müssen eine Gruppe bilden, 
welt^e aber nicht stets identisch za sein brauidit mit der Polyedersymme- 
trie der betreffenden Fläche. Die Polyedersymmetrie einer Fläche bezieht 
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man nämlich anf dasjenige Kristdlpolyeder als dessen Ausgangsfläcfae die be- 
treffende Ebene in der zugehörigen Symmetriegrappe aufzuiasaen ist nnd niaa 
hat als Polyedersymmetrie einer Fläche diejenigen Operationen zn bezeichnen, 
welche dieaee Polyeder ao mit sich zur Deckung bringen, daes zugleich jene 
Flache nur in sich abergefQhrt, nicht aber mit anderen Flächen vertauscht 
wird. Im Gegensatz zn dieser, besondere in dem Bnch: Sommerfeldt, Geo- 
metrische Kristallographie, 1906, behandelten Polyedersymmetrie einer Fläche 
(vgl. S. 128 nnd die Pauspapierhlätler zu Taf. 1 — 31) bezeichnen wir die jetzt 
nea in Betracht zu ziehende ale strukturelle Flächensymmetrie. 

Erklären wir ein KristaUpolyeper dadurch, dass wir ihm Baumgitterstruktur 
zuschreiben, so muss die struktuelle Symmetrie einer jeden Flädie gleich ihrer 
Polyedersymmetrie sein; ein gleiches gilt fUr die von Raum^ttem nur nnwe- 
eentlich verochiedenen Stmktnrarten Wulffs, hingegen treten in den Schrau- 
bungssyslemen Sohnckes Unterschiede zwischen beiden Symmetriearten auf 
und zwar mnss alsdann die strukturelle Symmetrie stets emen Tdl der P(dy- 
edersymmetrie bilden und kann niemals grösser sein als letztere. Als Beispiel 
brauchen wir nur zu den früheren Bemerkungen Ober die Basis des Drei- 
punktschranheneystems zurtkck zukehren. Dieselbe wird in asymetriacher 
Weise von den Schraub en Windungen duri^stossen, während sie dreizähÜge 
Symmetrie besitzen mUsste, so lange m lediglich einen bexagonalen Polyeder 
zugerechnet wird. 

Den wesentlichsten neuen Inhalt dieses Absdinittes fassen wir in den 
Satz zusammen: Zwischen den n-Punktern Bravais' (reep. den damit identi- 
schen Wulffs) nnd den Sohnckeschen (resp. Schönfliessschen] Pnnlitsyst^ 
men besteht ein nur unwesenthcher Unterschied und es ist zu erwarten, dass 
solche physikalische Einwirkungen, bei welchen es nur auf die durchschnittliche 
Beschaffenheit eines Inbegriffi zahlreicher Fundamen talbereiche ankommt, nicht 
den Unterschied beider Stmkturarteu zum Ausdruck bringen. Solche Einwir- 
kungen aber, welche die Translatiousfundamentalbereiche nicht durdisdinitthdi, 
sondern jeden derselben einzeb affizieren, wUrde diese Unterscheidung gestatten 
und zugleich die eigentlichen Schranbungsaysteme durch ihre eigenartige Flä- 
chensymmetrie von den übrigen Strnkturtypen unterschieden darstellen. 

d) Verwendung von mehr als einem AuBgai^:8bau8teiii zur Er- 
zeugung von PunktsyatemeiL Jedes Bravaissche Gitter, das ach aus an- 
fachen Formen der elf Gmppen der reinen Drehnngssymmetrie aufbaut, 
kann man folgendermassen in ein Sohnckesches Punktsystem flberfUhren: Man 
ersetze zunächst die dnfache Form dnrch ihre Polfigur und kann alsdann die 
zu dnem Baustein eines Bravaisschen Gitters vereinigten Flächenpole dnrch 
kleine Parallelverschiebungen an sehr verschiedene Stellen des Fundamentat- 
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bereidiB bringen, insbesondere durch gedgnete ParallelTerschiebnngen anch an 
die von Sobnckes Schraubungestrukturen geforderten Stellen. 

Dagegen lehren die bialierigen Betrachtnngen noch nicht, wie man mit 
eiDein ans holoedrischen Formen eich anfbanenden Bravaischen Gitter in 
analoger Weise die regelmässigen Verschiebungen der Flächenpole vorzunehmen 
hat, da ja in einer holoedrischen Form nur die Hälfte der Flädien direkt kon- 
gruent mit der Änsgangsfläche ist, während die andere Hälfte ihr invera kon- 
gment ist- Die spSter zu besprechenden 230 Fälle der erweiterten Sohncke- 
schen Theorie ermöglichen es indessen gerade anf alle möglichen Arten unter 
Zugrundelegung ii^nd einer anfachen Form der 32Symmetriegnippen aus den 
BravaisBchen Gittern die sämtUchen, welche gemischte DeckoperaUonen entr 
halten (d. h. aus Schiebungen nnd eigentlichen Symmetrieoperationen vemnigte) 
abzuleiten. Jetzt ISsst «ch nur sagen, dass jeder der 230 F^le sich als 
Ineinanderstellung zweier invers kongruenter Sohnckescher Punktsysteme mnss 
ansehen lassen, indem das eine Teilsystem aus der Gesamthät der mit dem 
Ansgangsflädienelement direkt kongruenten, das andere aber aus den mit dem 
Ausgangsflächenelementen invers kongruenten hervorgeht. Wie die Ineinander- 
stellung der inversen Systeme za voll^ehen ist, erfordert ebenso umständliche 
Beti'aehtungen, wie die Ermittelung der geeigneten Parallel Verschiebungen, 
welche die Sohnckeschen IHlle aus den Bravaisschen ableiten. 

e) Bie Fläcbeneymmetrie in deo erweiterten SohnckeBchen 
Theorien. Bedenken wir, dass Sohncke nur eine Klassifikation der direkten 
Deck Operationen ausarbeitet, dass seine Nachfolger aber auch fUr die inversen 
Operationen ein Gleiches leisteten, so folgt: Es kann geradezu als der wesent- 
lichste unterschied der Sohnckeschen Theorie von denjenigen seiner Kachfolger 
(Schönfliess, Fedorow, Barlow) bezeichnet werden, das Sobnckes Stmk- 
tnrarten für die Drehungssymmetrie der Eristallfläehen alle nur irgend denk- 
baren Typen aufdeckte, die spätere dagegen auch iUr die Gesamtsymmetrie 
der Flächen. 

Eine Reihe von Beispielen zur Erklärung der Gesamtsymmetrie gab auch 
Sohncke nach dem Erscheinen der SchÖnfliessschen Arbeiten. (Zeitschr. 
f. KriBt-, Bd. 30, S. 445.) 
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Kapitel IX. 
Die yerallgemeinerte Theorie Sohnckes. 



g 1. Verhältnis der Terallgemeinerten Theorie zur speziellen. 

In welchem Veiiiältnis die verallgemeinerte Theorie Sobnckes zn seiner 
speüellen steht, kann am klarsten erkannt werden, wenn wir wiederum von 
der schon im Anfang dieses Bnches benutzten Analogie zwischen Potyeder- 
symmetrie und Struktarsymmetrie Gebrauch machen; wir stellen folgende SStze 
einander gegenüber: 



1) Aus einer einzigen Ausgangs- 
fläche kann man die allgemeinsten For- 
men von 1 1 Symmefriearten erzen|cen 
sofern man nur Drehungen als erzeu- 
gende Operationen zulässt. 

2) Man erlangt 21 weitere Rille, 
wenn man als erzeugende Operationen 
Drehangen, Spiegelungen nebst der Auf- 
einanderfolge derselben auffasst. 

Man kann die in 2) genannten Fälle 
aber auch mittels der unter 1) ge- 
nannten Operationen erzeugen, sofern 
man zwei Ausgangsflächen statt einer 
w^lt. Man hat in einem Teil der 
21 Fälle beide Ausgangsflächen zen- 
trisch symmetrisch zu einander, in einem 
anderen Teil der 21 Fälle aus der 
zentrischen Stellung in geeigneten Be- 
trägen herausgedreht zu denken. 

Kristallpolyeder kann man als Kom- 
binationen von beliebig zahlreichen ein- 



1) Aus ränem einzigen Ausgangs- 
punkte kann man die allgemeinsten 
Punktsysteme von 65 Strukturarten er- 
zeugen, sofern mau Schiebungen, kom- 
biniert mit Drehungen, als erzeugende 
Operationen zuläset. 

2) Man erlangt 1 65 neue Rille, 
wenn man als erzeugende Operationen 
Parallel verschieb ungen,Drehu ngen, Spie- 
gelungen und die Aufeinanderfolge der- 
selben auffasBt. 

Man kann die in 2) genannten Fälle 
aber auch mittels der unter 1) aufge- 
führten Operationen erzeugen, sofern 
man zwei Ausgangspunkte statt eines 
wählt. Man hat in einem Teil der 
165 Ftllle beide Ausgangsbausteine 
zentrisch symmetrisch zu einander, in 
einem anderen Teil der 165 Fälle aus 
der zentrischen Stellung in geeignetem 
Betrage herausbewegt zu denken. 

Kristalle kann man als Durdidring- 
ungen von behebig zfdilrdchen ein- 
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fachen Formen, welche zur gleichen fachen Pnnktsystemen definieren, wel- 
Syrametriegruppe gehören, definieren- che zur gleichen Stmktnrart gehören. 
Die erzengenden Operationen stimmen Die erzengenden Operationen atimmen 
jedoch fllr einfache Formen nnd Eom- jedoch für einfache Punktsysteme nnd 
binationen flberein, nur das Ausgangs- derartige Durchdringungen liberein, nur 
Objekt, auf welches die Operationen be- das Ausgangsobjekt, auf welches die 
zogen werden, Ist in beiden RÜlen ein Operationen bezogen werden, ist in bei- 
anderes, den f^len ein anderes. 

In demselben Sinne, in welchem man sagen kann, dasa durch die elf 
Gruppen der Drehungesymmetrie die Kenntnis der gesamten gymraetrieeigen- 
Bchaften der Erietallpolyder vermittelt wird, kann man anch die Struktursym- 
metrie dnrcli die Untersnchnng der 65 Sohnckeschen einfachen Punktsysteme 
als beherrsdit auffassen, 

g 2. Leiteiide Crrundgedanken bei der Tera)lgemeineriuig. 

Die erste Art der Verallgemeinemng Sohnckescher Punktsysteme be- 
steht in der Einfügung von Symmetriezentren, wobei aber strenge aof die 
Orte zu achten ist, welche die Symmetriezeniren innerhalb des Gitters ein- 
nehmen. Denn bei der Behandlung der Eristallpolyeder wird zwar das 
Symmetriezentrum stets auf den Mittelpunkt der Eonstruktionakugel bezogen 
nnd daher auch kurz als nicht orientiertes Symmetrieelement — nämlich als die 
Bedingung, dass zu jeder Eristallfläche die Gegenfläche vorhanden sd — be- 
zeichnet; sobald es sich jedoch um das diskontinuierliche Problem handelt, in 
welcher Weise eine äquidistante Schar paralleler Flächen von einer kongruen- 
ten Schar der Gegenfiächen durchsetzt werden kann, ist natürlich die Lage 
der Zentra, in welchen sich die Verbindungslinien homologer Stellen von je 
einer zur ursprünglichen und zur inveraen Schar gehörigen Ebene schneiden, 
wesentlich. Von solchen Zentren existieren stets unendlich viele äquidistante 
sobald eines derselben angenommen wird; aber stets genügt es, eines dieser 
Zentren als erzeugendes anzunehmen und die übrigen als hinzugekommen wegen 
der stets vorhandenen Deckbewegnngen des Punktsystems m betrachten. 

Die zweite Art der Verallgemdnerung besteht darin, aus einem Sohncke- 
schen Punktsystem ein ihm spiegelbildliches (am anschaulichsten durch Auf- 
stellung eines wirklichen Spiegels neben das Modell eines solchen) zu erzeugen 
und aladann durch eine zur Spiegeln ngaebene senkrechte Sidiiebung aich das 
so entstandene System in das ursprüngliche hineingesetzt zu denken. Diese Schie- 
ung ist indessen überflüssig, sobald wir einen ideellen Spiegel in das System 
hineingestellt denken (z, B. vertikal längs des Beschauers) d. h. einen solchen, 
der die rechte wirkliche Hälfte nach bnks hin und zugleidi die wirkliche rechte 
Hälfte des Modells nach links hin reflektiert. Es genügt also in diesem FaU 
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die Angabe, an welcher Stelle inDeriialb dee FundameDtdberddiB äek die Spie- 
geln ngsebene befindet. 

Die dritte Art der VeraUgemeiiierung besteht in einer Bolchen Erweiterung- 
der Spiegelongsoperation, welche ganz analog dem Übergang von Drehungen 
zn Scbranbnngen ist und in aner Vereinigung der rein aymmetrischen Opera- 
tionen mit Schiebungen besteht Zweizählige Achsen eines Eiiatallpolyeders 
konnten entweder als ümklappuDgaachaen oder als Zweipnnktschraubenacheen 
ron der Strukturtbeorie aufgelässt werden; und zwar mnsste die in der charak- 
teristischen Schranbung steckende Schiebung die Hälfte der ihr parallelen Deck- 
Schiebung des Systems betragen, denn die Drehangskomponente der Deck- 
scbraubung bringt es mit üch, dass nach zweimaliger Ansfllhrung der Deck- 
achraabung das System in eine zur Anfangsstellung paraUelen Lage kommen 
moBS. Es ist das aber nur dadurch möglich, dass in dieser Endlage das Systena 
um eine Deckschiebung 2 a ans der Anfangslage selbst verschoben erscheint. 
Genan die gleiche Überlegung lässt sich für eine solche Operation anstellen, 
welche in der Aufeinanderfolge «ner Spiegelung und einer längs der Spiege- 
lungsebene erfolgenden Schiebung a besteht. Soll durch diese gemischte Ope- 
ration ein Punktsystem in sich Übergeführt werden, so mnss nach ihrer zwei- 
maligen Auafllhning das System überdies in einer zur Anfangslage parallelen 
Stellung a sich befinden, da die zwtäte Spiegelung die Wirkung der ersten 
aufhebt, und zwar braucht hierbei nur der Fall, daee 2a der kldnsten ihr 
parallelen Deckschiebung t gleich ist, berücksichtigt zu werden, denn höchstens 
wären die von der Endlage A geforderten Eigenschaften noch dadurch erreich- 
bar, dass a = nt, oder a;=nt-|-— ist^ wo n «ne ganze Zahl bedeutet. Er- 

stere GIdcbung besagt aber, dass eine reine Spiegelung vorliegt, dasa also sieb 
unsere Erweiteruagsart auf die bereits erledigte zweite reduziert, letztere Glei- 
chung aber besagt, dass in der Endlage A des Systems jeder Fundamental- 
bermch des nrsprttnglit^en Punktsystems in derselben Weise, als wenn die 

Schiebungskomponente -— betrüge von dem gespiegelten System durchsetzt 

wird und daas nnr eine geeignete Deckschiebung im entgegengesetzten Sinne 
ausgeführt zu werden braacbt, um denselben Effekt hervorzubringen, als wenn 



% ä. Elnfü^Dg Ton Symmetriezentren in die Systeme 
der typisclien n-Punliter. 

Es mßgen nunmehr die Erweiterungsarten nach einander behandelt wer- 
; die erste liefert die gesamten Erklärungsweisen für die elf Gruppen von 
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zentriscben EriBtallformen durch die Einragong von Symmeiriezentren iD die 
Syeteme der typischen n-Pimkter. 

Iiage der Symmetrlezentren in den durch Inversioii erweiterten 
Systemen des Kapitel HL 

1) Ächsenloses Raumgitter: Ein beliebig wahlbarer Punkt 

2) Zweizähliges Sänlenaystem: a] Auf einer beliebigen Achse wähl- 
bar, b) auf einer Geraden mitten zwischen zwd aufeinander folgenden nngleich- 
werägen Achsen wählbar. 

3) System der ktinorhombischen Saale: a) Anf einer beUebigen 
Dreh- oder Schraubenachse wählbar, b) auf einer Geraden mitten zwischen zwei 
aufeinander folgenden ungleichwertigen Drehachsen wählbar. 

4) System der Rhomhensäule: a) Der Schnittpunkt dreier Drebaobsen, 
b) anf einer zweizähUgen A(^se mitten zwischen zwei Sj^mmetnezentren des 
Falles 4 a), c) auf einer Geraden mitten zwischen zwei der letztgenannten 
Achsen, im Sdinittponkte derselben mit einer auf ihnen senkrediten Umklap- 
pungeachae, d) auf der glachen Geraden mitten zwischen zwei aufeinander 
folgenden Symmetriezentren des Falles 4 c). 

5) System des Rhombenoktaedera: a) Der Schnittpunkt dr^er Dreh- 
achsen, b) im Halbieningspankte einer Geraden, welche diagonal zwei nüdiste 
ungldchwertige Symmetriezeutren des Falles 5a) verbindet. 

6) System der rechteckigen Saale: a) Der Sdinittpunkt dreier Dreh- 
achsen, b) auf einer Drehachse mitten zwischen zwei aufeinander folgenden 
Symmetriezentren des Falles 6 a), c) im Mittelpunkt eines der Parallelepipede, 
welche von deu Drdiacfasen umsäumt werden, d) so gelegen, dass es gleich- 
zeitig mitten zwischen Symmetriezentren von 6 b) nnd Ton 6 c) sich befindet 

7) System des Oblongoktaeders: a) Der Schnittpunkt dreier Dreh- 
achsen, b) anf einer zweizähUgen Drehachse mitten zwischen zwei benachbarten 
Schnittpunkten von Umklappnngsachsen verschiedener Art mit deiselben. 

8) Rhomboedersystem: Anf einer dreizähhgen Drehnngsat^se wählbar. 

9) Zusammengesetztes Rhomboedersystem: a) Auf einer dreizäh- 
ligen Drehachse in ihrem Schnittpunkt mit ^ner zweizähhgen Achse, b) auf 
einer dreizähligen Drehachse mitten zwischen zwei nächsten Symmetnezentren 
des Falles 9 a). 

10) Qnadratsäulensystem: a) Auf äner vierzähligen Achse wählbar, 
b) anf einer Geraden, die mitten zwischen zwei näclist£n vierzähligen Achsen 
verschiedener Gattung gezogen ist. 

11) Zusammengestztes Quadratsäulensystem: a) Anf dner vier- 
zähhgen Achse in ihrem Schnittpunkte mit einer derjenigen Umklappungs- 
acbsen, welche vierzäblige Achsen venidiiedener Arten schneidet, b) anf einer 
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vierzähligen Achse mitten zwischen zwei nächeten Symmetrieacbeen des Falles a), 
c) anf einer Geraden, welche mitten zwiachen zwei nächsten vierzähligen Achsen 
verschiedener Arten verläuft, in dnem Punkte, wo sie eme zweizählige Achse 
sdineidet, d) anf derselben Geraden mitten zwischen zwei nächsten Symmetiie- 
zentren des Falles c). 

12) Abwechselndes Qnadratsänlensystem: a) auf einer zweizähligen 
Achse, wo sie eine Hanptebene tnSt, die Tlmklappungsachsen enthält, h) auf 
einer vierzähUgen Achse mitten zwischen zwei nächsten Symmetriezentren dea 
Falles a), c) anf einer Geraden, welche mitten zwischen zwei nächsten vier- 
zähUgen Achsen von eatgegengesetzter Orientiening verläuft, in einem Punkte, 
wo sie dne Umklappimgsachse sehneidet, d) auf derselben Geraden mitteo 
zwischen zwei Symmetriezentren dee Falles c). 

13) Quadratoktaedersystemi Auf ^er vierzähligen Drehachse wählbar. 

14) Zusammengesetztes Qnadratoktaedersyaystem: a) Auf einer 
vierzähligen Achse in ihrem Schnittpunkte mit einer Umklappungsachse, b) auf 
einer vierzähligen Achse mitten zwisdien zwei nächsten Symmetriezentren des 
Typus a). 

16) Dreiseitiges Sänlensystem: Auf einer dreizähligen Achse, deren 
es drei Arten gibt 

16) Zusammengesetztes dreiseitiges Sänlenayatem: a) Anf einer 
dreizähligen Aclise in ihrem Schnittpunkte mit einer Umklappungsachse, b) auf einer 
dreizähligen Achse mitten zwischen zwei nächsten Symmetriezentren des Falles a). 

17) Abwechselndes dreiseitiges Säulensystem: Ebenso wie a), 
resp. b) der vorigen Nummer. 

18) Hexagonalsäulensyatem: Auf einer sechszähligen Achse wählbar. 
19} Zusammengesetztes Hexagonalsäniensystem: Ebenso wie 

vorige Niunmer. 

20) Kubisches Zwölfpunktersystem: In einer Ecke oder Zentrum 
des von benachbarten Zwölfpunkterzentren gebildeten Würfels. 

21) Oktaedrisches Zwölfpunktersystem: a) In einer Würfelecke 
oder einem Wlirfelzentrum oder b) auf einer dreizäliligen Achse mitten zwischen 
Mittelpunkt und Ecke eines Würfels. 

22) Rhombendodekaedrisehea ZwöJfpunktsystem: \^e im FaUe 
20) oder 21b). 

23) Kubisches Viernndzwanzigpnnktersystem: Wie im Fall 20) 
nnd 21). 

24) Oktaedrisches Viernndzwanzigpnnktersystem: a) In einer 
Würfelecke der Ranmteilung, b) In einem Würfelzentnun der Ranmteiinng. 

25) Rbombendodekaedriscbes Viernndzwanzigpnnktsystem: 
Wie im Fall des rhombendodekaedrischen Zwöl^imkters, 
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§ 4. Viimögliehkeit die enautiomorplien Ponktsysteme 
darch Symmetriezentren zn erweitem. 

Von den 65 Sohnckeschen Puklayatemen besitzt ein jedes die Symme- 
trieoperationen einer der 11 Eristallgruppen der reinen Drehnngssymmetrie^ 
die grÖBBere Hälfte der Sohnckeschen Fälle ist auch brauchbar, um die Sym- 
metrie eines zentrisch aymmetriBchen Erietalles wiederzugeben, z. B. am ein- 
fachsten durch die Übertragnng des Symmetriezentrums auf die Banstdne seibat 
Ea existieren nach Eap. II ebenfalls elf Gmppen von Kriatatlpolyedem, denen 
zentrische Symmetrie zukommt, dieselben aind, wie wir sehen werden, zwar 
dnrch die Wahl zentrisch symmelriacher Änagangaelemente mit Hilfe der 
Sohnckeschen Punktaysteme amtlich erklärbar, aber umgekehrt existieren 
Sohn.ckeache Punktsysteme, die sich auf keinerlei Weiae zur Erklärung zen- 
trisch symmetrischer Körper geeignet erscheinen, und zwar aind dieaes die Fälle 
der enantimorpheu Schraubnngssysteme. 

Diese Punktsysteme sind im folgenden zusammengestellt: 

Enantiomorphe Schraubungssyateme: 
Dreipnnktschraubenaystem (rechtes und linkes), 
Zusammen gesetztes Dreipunktschranbensystcm (rechtes und linkes). 
Abwechselndes Dreipunktschraubensystem (rechtes und linkes), 
Vierpunktscbraubensystem (rechtes und hnkes], 
Zusammengesetztes Vierpunktachrauhensyafem (rechtes und linkes), 
Abwechselndes Vierpnnktschraubeusystem (rechtes und linkes), 
Seehspunktsehraubensystem (rechtes und linkes). 
Zweigängiges Seehspunktsehraubensystem (rechtes und linkes), 
Zuaammengeaetztes Sechapn nktaehraubensystem (rechtes und linkea). 
Zweigängiges zusammengesetztes Seehepnnktschraubensyslem (rechtes und 

linkes), 
Reguläres Vierpunk taehraubensystem (rochtea nnd linkes). 
Es müssen sich ohne Berücksichtigung dieser Punktsysteme dadurch, dasa 
Symmetriezentren in die übrigen 43 Punktsysteme eingefügt werden, sämtliche 
RUIe erhalten lassen^ wir zählen dieselben in den folgenden §§ auf. 

% 5. EInflIgnng von Symmetriezentren in die nichtenantl- 
morplien Schraabangssyeteme. 

1) Zweipunktschraubensystem: a) Anf einer beliebigen Achse wähl- 
bar, b) auf einer Geraden mitten zwischen aufeinanderfolgenden ungleichwe^ 
tigen Ächaen wiUilbar. 

2) Abwechaelndes zweigängiges Vierpunktscbraubensystem: 
aj Anf einer vierzähligen Achse, wo sie eine Qnerebene trifft, die Umklap- 
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pongsachsen enthält, b) auf einer vierzähligea Aohee mitten zwiechen zwei 
nächsten Symmetiiezentren des Falles a), c) auf einer Geraden, welche mitten 
zwischen zwischen zwd nächsten vierzähligen Achsen von entgegengesetzter 
Orientiernng verlänft, in einem Punkte, wo sie eine zweizählige Adise schneidet. 
d) auf derselben Geraden mitten zwiechen zwei nächsten Symmetriezentren 
des Falles c). 

3) Zweigängiges zusammengesetztes Vierpunktschranbensystem': 
&) Auf einer vierzähligen Achse in ihrem Schuittpnnkte mit einer der zwei- 
zähligen Achsen, welche vierzählige Achsen verschiedener Art aehnadet, b) auf 
einer vierzähUgen Achse mitten zwischen zwei nächsten Symmetriezentren des 
Falles a), c) auf einer Geraden, weldie mitten zwischen zwei nädisten vier- 
zähUgen Achsen verschiedener Arten verläntt, in einen Punkt, wo sie öne zwei- 
zählige Achse schneidet, d) auf derselben Geraden mitten zwischen zwei näch- 
sten Symmetriezentren des Falles c). 

4) Vierzähliges zusammengesetztes Gegenschraubeneyatem: 
a) Auf einer mitten zwischen zwei nächsten vierzähligen Achsen von entgegen- 
gesetzten Windungen gezogenen Geraden in einem Punkte, wo sie eine üm- 
klappungsachse schneidet, b) auf derselben Geraden mitten zwischen zwei näch- 
sten Symmetriezentren des Falles a). 

5) Vierzähliges Gegenschranbensystem: Auf einer Geraden, weldie 
mitten zwischen zwei nächsten vierzähligen Achsen von entgegengesetzter Win- 
dung verläuft. 

6) Zweigängiges Vierpunktschraubensystem: a} Auf «ner vier- 
zähligen Achse wählbar, b) auf einer Geraden wählbar, welche mitten zwiadien 
zwei nächsten vierzähligen Achsen veracbiedener Art gezogen ist. 

7) Dreigängiges Sechspunktschraubensystem: Auf einer seehs- 
zähligen Achse wählbar. 

8) Dreigängiges zusammengesetztes Sechspunktschraubensys- 
tem; a) Auf einer sechsziüiligcn Achse in ihrem Schnittpunkt mit dner Um- 
klappungsachse, b) auf emer sechszähligen Achse mitten zwischen zwd auf 
einander folgenden Symmetriezentren des Falles a). 

9) Reguläres zusammengesetztes Zweipunktschraubensystem: 
Ebenso beim regulären abwechselnden Zweipunktscbraubensystem : In einer der 
Würfeleoken oder Würfel mittelpunkte der Ranmteilung. 

10) Reguläres Gegenschranbensystem l. Art: Ebenso wie im 
kubischen Zwölfpunktersystem. 

11) Reguläres Gegenschranbensystem 2. Art: a) Wo eine drei- 
zählige Achse mit einer zweizähligen zum Schnitt kommt, b] auf einer drei- 
zähUgen Achse mitten zwischen zwei aufeinander folgenden Symmetriezentren 
des Typus a). 
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12) ReguUrea zweigängiges VierpunktBchranbensystem: a) Wie 
im Falle des regulären GegenBchranbensyBtems 1. Art, b) wie im Falle b) liee 
oktaediiBchen Znöl^unkterByetems. 

13) ZuHammengesetztea rechteckiges ZweipunktscbranbenBya- 
tem: a) Auf einer zweizähligen Schranbenachse in ihrem Schnittpunkt mit 
einer anf ihr senkrechten zweizähligen Drehnngsachee, b) auf einer Linie, wel- 
che mitten zwiechen zwei nächsten zweizähligen Schranbenachsen verschiedener 
Art gezogen ist, im Schnittpunkt mit einer auf ihr senkrechten Achse, c) auf 
derselben Linie mitten zwischen zwei nächsten Symmetriezentren des Typus b), 
d) auf einer Geraden, welche mitten zwischen zwei einand^ diagonal g^;en- 
Überstehenden Schranbenachsen von verschiedener Art verläuft, wo dieselbe eine 
anf ihr senkrechte und zugleich zweiälhlige Achsen enthalt«ude Ebene durch- 
schneidet. 

14) Abwechselndes rechteckiges Zweipunktachraubensysfem 
2. Art: a) Ein Punkt mitten zwisdien zw« nächstbeuachbarten Achsen in 
allen drei anfünauder senkrechten Bichtnngen, b) auf dner Achse im Schnitt- 
punkt mit einer auf ihr senkrechten und zugidch andere Achsen enthaltenden 



16) Abwechselndes rechteckiges Zweipunktschraubensystem 
1. Art: a) Der Schnittpunkt zwder Schranbenachsen, b) auf einer Schrauben- 
ai^e mitten zwischen zwei aufeinander folgenden Symmetriezentren des Fal- 
les a), c) auf einer Drehungsachse in einer zu ihr senkrechten nnd zugldch 
Sehraubenachsen enthaltenden Ebene, d) auf einer Drehnngsachee mitten zwi- 
schen Symmelriezentren des vorigen Falles, e) so gelegen, dass es gleichzmtig 
mitten zwischen Symmetiiezentren des Falles b) und d) sich befindet, f) so 
gelegen, dass es gleichzeitig mitten zwischen Symnietriezentren dee Falles a) 
nnd e) sieb bedndet. 

16) Zusammengesetztes rhombisches Gegenschranbensystem: 
Anf dner soldien Stelle einer Drehase, welche mitten zwischen zwei nächsten 
Sdiraubenachsen von verschiedener Art liegt, a) deJ Schnittpunkt einer Schrau- 
ben- nnd einer Drehachse. 

17) Rhombisches Gegenschraubensystem: a) Der Schnittpunkt einer 
Schrauben- und einer Drehachse, b) mitten zwischen den Schnittpunkten zweier 
nächster Schranbenachsen von verschiedener Art mit einer Drehachse. 

Durch die in den drei letzten §§ gemachten Angaben sind die Arten, 
wie Mch die 65 Sohnckeschen Punktsysteme durch Symmetriezentren erwei- 
tem lassen, vollständig aufgezählt. Es ergeben ja auch die 25 Punktsysteme 
des § 3 zusammen mit den 22 Punktsystemen des § 4 nnd den 17 Punkt- 
systemen des § 5 die Gesamtzahl der 65 Sohnckeschen Fälle. Nunmdir 
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werden wir besprechen, in welcher Weise dieselben 65 PnnktsyBteme durch 
Hinzunafame solcher inverser Symmetrieoperationen erweitert werden können, 
welche sich nicht auf Symmetriezentren reduzieren und werden dadurch die 
Erklärungamöglichkeiten für diejenigen zehn Gruppen der Polyederkristallogra- 
phie gewinnen, deren Formen azentrisch aber nicht gewendet sind, während 
die Fälle der letzten drei §§ sämtlich den centrisch-symmetrischon Eristalipoly- 
edem entsprachen und die gesamten Erklämngrmöglichkeiten für dieselben 
heferten. 

Zwar verzichten wir auch flir die azentrischen nicht gewendeten Formen 
darauf, die Ableitungsbeweise für die gesamten Fälle zu hefem, um jedoch 
Beispiele iiir die Beweismethoden zu bringen, benutzen wü die rhombisch-hemi- 
morphe Gruppe; wir wollen für diese die Gesamtheit der möglichen Fälle wirk- 
lich ableiten, und zwar hauptsächlich deshalb, um zu zeigen, dass die Begriffe, 
mit denen die Schönfliesssche Strukturtheorie arbeitet, nicht wesentlich ver- 
schieden sind von denen der Sohnckesclien Theorie, und dasa Wiederaprüche 
zwischen beiden Theorien gar nicht aufkommen können. 

% 6. Ableitung der rhombisch-hemimorphen Fniiktsysteme. 

Yorbemerkung: Da die rhombische Hemimorphie eine TJmklappungs- 
achse und zwei sich in ihr sehneidende auf einander senkrechte Symmetrie- 
ebenen besitzt, können die Strukturen, durch welche diese Symmetrie erklärt 
wird, aus denen der monoklinen Hemimorphie durch die Einfügung zweier auf- 
einander senkrechter Scharen von Spiegelungsebenen abgeleitet werden; und 
zwar kann es sich entweder um einfache Spiegelungen oder um Gleitspiege- 
lungen handeln. Da in allen rhombischen Strukturen von den Aufpankten 
viererlei Gitter gebildet werden können (einfacher und zentrierter Aufbau nach 
rechteckigen oder rhombischen Säulen, vgl. Fig. 11 — 14) so können diese vier 
Hauptklassen unterschieden werden; wir folgen dieser Einteilung in den vier 
nächsten Abschnitten und teilen innerhalb jedes dieser nach den drei Arten 
monokliner Punktsysteme. 

a) Bhombisoh-hemimorphe Strukturen mit reohteokigein Sänlen- 
aufbau. Nur das zweizählige Säulensystem und Zw^punktschraubensystem, 
nicht aber das System der k Uno rhombischen Säulen ist mit einem Aufbau nach 
rechteckigen Säulen verträglich;^ wir spezialisiren daher zunächst das zwei- 
zähhge Säulensystem so, dass die geraden rhomboidisehen Säulen (vgl. Fig. 10 
auf 9. 12), welche im allgemeinsten Fall von den Aufpunkten gebildet wer- 

' Denn letzterer erfordert, dass nur die Hälfte aller horizontalen Aufpunkt- 
netze auf eines derselben senkrecht projizierbar ist, während doch der rhombische 
Sänlenaufbau nur in der vorausgeaetzten Stellung eintreten kann, wenn sämtliche 
horizontale Äufpunktnetze auf eines derselben vertikal projizierbar sind. 
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den, in rechtwinklige Parallelepipede übergehen. Die S^mmetrieebenen hat 
man alsdann vertikal und entweder dnrch die Sdteu dieses Reditecks (Fall 1) 
oder dnrch sein Zentram und zwar parallel den Seiten (Fall 2) zu legen, so 
dasB wir sagen: Im Fall 1) ist bei Abwesenheit einer Gleitung jeder Aufpnokt 
der Stroktur von einer typischen Polögnr der rhombischen offenen Pyramide 
umgeben, weldie ja auch die allgemanste Form dieser Omppe ist. 

Nun muss beim Zweipunk tschnmbensystem und zwei zähligen Säulen- 
system die Annahme von Gleil Spiegelungen berücksichtigt werden. Die Schie- 
bung, welche bei der ÜbeH^hrung der Auipunkte des inversen Punktsystems 
in di^enigen des direkten mitwirkt, kann aber von dreierlei Art sein, sie kann 
die Ecken der Au^unktfiguren entweder 1) mit ihren Hai bieruD gapunkten 
der vertikalen Kante vertauschen, also längs der Achse c eifolgen, oder 2) mit 
ihren Halbierungspunkten auf einer der horizontalen und den Oleitspiegelongen 
parallel laufenden Kanten, also etwa längs der Achse a erfolgen, oder 3) mit 
den Zentren der zugehörigen Maschen, also längs der Richtung a --[- c erfolgen. 
IKesen drei Bedingungen gliedert sich £Üs 4) diejenige, dass reine Spiegelbild- 
lichkeit beider Systeme besteht, an. 

Ausserdem aber können die Spiegelungsebenen entweder in der Stellung A 
des Hauptfalles 1) oder in der Stellung B des Hauptfalles 2) liegen, somit 
ergeben sich acht verschiedene Fälle, die wir fUr das zweizählige Säulensystem 
und Zweipnnktschrauben System zu verfolgen haben; wir können dieselben zu 
folgendem Schema vereinigen, in welchem A eine vertikale Grenzebene, B aber 
eine ihr parallele vertikale Mittelebene d^ Anfpunktkemes bedeutet, während 
das Pluszeichen vektoriell zu verstehen ist, so dass a -}- c der Resultierenden 
von den zwä Acbsenlängen gleichkommt: 
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a+c 
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Säulentypus Id.Auf- 



Es lässt sich aber leicht beweisen, dass unter diesen anscheinend vor- 
handenen sechzehn Möglichkeiten sich nur zehn von einander verscliiedene 
befinden, dass nämlich die Fälle 2 mit 2a, 4 mit 4a, 5 mit 5a, 6 mit 6a, 
7 mit 7 a, 9 mit 9 a identisch sind. Um dieses zu erkennen, braucht man nur 
die rechteckigen Basisflächen der von den Auipnnkten gebildeten Oblongen für 
diese Falle zu zeichnen und in dieselben die Vierpunkter nach derselben Projek- 
tionsmethode einzutragen, deren wir uns zur Verdeutlichung der Sohnckeschen 
Punktsysteme bedienten. 

SommeTfeldl, Phyi. KriglalloKTBphie. 6 
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b) Rhombisch hemimorphe Strukturen vom Typus der Bbombos- 
säuleu. Falls die Aufpunkte nach rhombischen Säulen angeordnet sein sollen, 
bietet sich die Möglichkeit, dass die zwdzählige Achse der Grnppe (die wir 
Tertikal stellen) entweder der SäulenhShe c oder einer Diagonale a, resp. b der 
Basis parallel länft; dem entsprechend wollen wir unter a) ^Bteren, unter ß\ 
letzteren Fall behandeln. Die a- und b-Adisen ^nd vertauBchbar, geben also 
zu kein«i getrennten Fällen Anläse, ebensowenig wie im Abschnitt a). 

a) Die zwcizälilige Achse der Gruppe muss im Fall a) durdi eine Spezi- 
alisierung des zweizäbligen Säniensystems oder des Zweipunktschraobensystems 
verwirklicht werden, nicht aber mittels einer Spezialisierung dea klinorhombisdien 
Säulentypus; denn letzterer erfordert, dasa nur die Hälfte aller horizontalen 
Aufpunktnetze auf eines derselben senkrecht projizierbar ist, während doch der 
rhombische Sänlenaufbaa nur in der vorausgesetzten Stellung auftreten kann, 
wenn sämtliche' horizontale Aufpunktnetze auf eines derselben vertikal proji- 
zierbar «nd. Den zehn Fällen des Abschnitt a.) können wir also zunächst zwei 
weitere anreihen, indem wir als Fall 11) denjenigen auffassen, dass zwei zwei- 
zählige Säulensjsteme in spiegelbildlicher Stellung in bezug auf eine Diagonale 
des rhombischen Prismas aidi befinden, während im Fall 12) zwei Zweipunkt- 
schraubensysteme sich in einer ebensolchen Stellung befinden. Beim Entwerfen 
der analogen Figur wie beim Typus a) erkennt man, dass dieee Gruppe Gleif- 
apiegelungen parallel der vertikalen und horizontalen Acbsenläuge, sowie 
längs der Eesul tierenden enthält, und zwar beträgt die Gleitungakomponente 
die Hälfte von der ihr parallelen Aufpunktdistanz, so dass durch Hioznuahme 
von Gl^tspiegeluQgen im Teil a) dieses § auf keine Weise neue Fälle abge- 
Idtet werden können. Dagegen ergibt sieb ans dem zweizäbligen Säolensyatem 
dadurch eine als Fall 13) zu bezeichnende Mdglidikeik Stellt man zw^ der- 
artige Punktsysteme in der beim Fall II) veranschaulichten Weise einander 
gegenüber und verschiebt alsdann das inverse um die halbe Äufpunktdistanz in 
der Richtung der c-Achse, so entsteht dieser Fall am einfachsten, man gelangt 
aber zum gleichen Fall auch durch Schiebungen längs einer horizontalen Achse 
oder längs der Resultierenden einer vertikalen und horizontalen Achsenläuge, so 
dass sich auf keinerlei Weise aus dem zweizäbligen Säulensystem in a) dieses § 
ein weiterer Fall ableiten lässt. 

ß) Nunmehr denken wir uns die Drehungsachse nach wie vor vertikal, 
die rtiombischen Säulen der Aufpunkte atier nicht mehr mit ihrer Höhenkante 
aufwärts, sondern horizontal gestellt, so dass die rhombusfSrmige Basis jet^t 
in vertik^er Lage liegt, was auch der von Sohncke gewählten und in diesem 
Buch abgebildeten AuistelluDg entspridit. 

Bei dieser Voraussetzung ergeben alle vier früheren Möglichkeiten je einen 
Fall, d. h. man kann die Systeme entweder direkt in spiegelbildliche Lage zu 
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einander bringen, oder hierauf eine Gleitung länge der vertikalen Aehaeanch- 
tnng, längs der borizontalen Achsen rieh tu ng oder längs der Resultierenden bdder 
erfolgen lassen und zwar beträgt die Gl^tläoge in allen P^len die halbe ihr 
parallele AufpunktdistaDz. Es müssen die beiden inversen Teilsysteme fclinorbom- 
bische Säulensysteme sein, denn die beiden anderen Sohnckeschen monoklinen 
Punktsysteme sind nicht mit der BeschaSenhett der horizontalen Atif|iniiktnetze 
vertiüglich, von denen ja hei der jetzigen Stellung nur die eine Hälfte durch 
Vertikalprojektion mit einem derselben deckbar ist Als Gruppe 14) wollen 
wir insbesondere diejenigen bezeichnen, in welcher die beiden kltnorhombischen 
Süalensysteme so gestellt sind, dass jeder Anfpunkt von der typischen Polfigur 
einer rhombischen offenen Pyramide umstellt erscheint; bei den Fällen 15), 
16), 17) unterecbeiden sich die Polfiguren um die angegebenen drei Trans- 
lalionsarten von typischen. 

o) Die rhombisch- hemimorphen Punktaysteme vom Typus dea 
Eentrierten BhombuBsäulenaufbaus. Es ist zweckmässig, diesen Typus als 
denjenigen von rechtwinkligen Parallelepipeden mit zentrierten Flächen aufzu- 
fassen, denn alsdann erkennt man, dass die Richtungen längs der a-, b-, c-Acbse 
vertauschbar sind (d. h.: wird ein Gitter so gedreht, dass die Symmetrieachsen 
ihre St^lungen irgendwie pennutieren, aber als Gesamtheit angesehen, in sich 
übergehen, so ist es stets mCglich, auch ohne Drehung durch eine kontinuier- 
liche Verschiebung der Punkte ohne Änderung des Typus den Übei^;ang ans 
der Anfangsstellung in die Endstellung sidi vollzogen zu denken). Demnach 
ist es gleichgültig, welclie der drei Aclisenriclitungen wir als zwelzählige 
DeckheweguDgsaclise auffassen. Femer ergibt sieh hieraus, dass nur das spe- 
zialisierte klinorfaombiscbe öäulensystem nicht aber eines der beiden anderen 
monoklinen Punktsysteme zur Bildung der zweizäbligen Dedcbewegungsaclise 
herangezogen werden darf, denn nur dieses ist mit der Forderung verträglich, 
dass unter den senkrecht zur Deckbewegungsachse befindlichen Punklnetzen 
nur die Hälfte senkrecht auf eines derselben proji^erbar ist, während die an- 
dere Hälfte senkrecht dber den Maschen Zentren der vorigen steht Den früheren 
17 F^len können wir demnach als Fall 18) denjenigen angliedern, in wel- 
chem zwei kongruente klinorbombische Säulen so spezialisiert and, dass 
gerade Rhombussäulen von ihren Anfpunkten gebildet werden, und dieselben 
alsdann so ineinander gestellt werden, dass die Punktgitter ihrer Aulpuukte 
sich wechselweise zentrieren und dass sie überdies spiegelbildlich in bezng auf 
die Symmetrieebenen der von den Äufpunkten gebildeten Gitter liegen. Auch 
ässt sich dieser Fall ansehen als deijenige, in welchem die Aufpunkte eines 
zentrierten Khombnssäulenanfbaus von kongruenten typischen Polfiguren der 
rhombischen Hemimorphie umstellt sind. 

Bdm Entwerfen aner zd den Diagrammen der Tafeln analogen Ahbil- 
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dnng ergibt eich, dass dieeer Fall die drei Arten roa Oleitspiegelungen, die 
hier ebeoBO wie in dem aDalogen TypuB a) gedacht werden kennten, bereits 
in sich enthält, dasa also durch Hinznnahme von Gleitspiegelnngen auf keine 
Weise neue F^Ue hinzuliommen kQnaen; dagegen mnss noch nnteiBucht werden, 
ob darch die Mitten des schon in diesem § snb a) zu Hilfe genommenen 
Kechtecks Symmetrieebenen gelegt werden können. Es ist daa in der Tat aaf 
eine, aber anch nur auf eine Wrase erreichbar, und zwar gelangen wir zu diesem 
Fall 19), wenn wir die Polfignren nii^t als typische, sondern als verzerrte 
wählen. 

d) BhombiBch-hemimorphe Qruppen vom Aufbautypos der zen- 
trierten rechteckigen Farallelepipede. Analog den früheren Teilen dieses § 
folgt, daas nur das kUnorbombiscbe Säulensyetem dazu verwertet werden kann, 
um durch spiegelbildlidi symmetrische Ineinanderstellung ein hierher ge- 
höriges System zu liefern. Zunächst ist der Fall möglich, dass zwei klinorhom- 
biache Säulensysteme so spezialisiert sind, dass Ihre Anfpunkte mit denen des 
Aufbaues nach zentrierten rechteckigen Säulen flbereinatimmen und alsdann 
spiegelbildlich unter Koinzidenz der homologen Aut^unkte derart ineinander 
gestellt sind, dasa jeder Aufpnnkt von der typischen Polfigur einer offenen rhom- 
bischen Pyramide umstellt ist; beim Ausfuhren einer zu den früheren analogen 
Abbildung ergibt sich, dass dieser Fall nicht zugleich Gleitspiegelnngen in sich 
enthält, dass also neue Gruppen dadurch gewonnen werden können, dass wir 
die monoklinen Teilsyateme nicht gerade zu einer Gesamtheit von typischen 
rhombischen Polfiguren zusammenstellen, sondern zu einer mit erlaubten Ver- 
schiebungen behafteten Polfigurenmenge. Diese Schiebnngen haben wiederum 
längs der zweizähligen Achse, längs einer zu ihr senkrechten Koordinatenachse 
oder drittens längs der Resultierenden der den beiden vorigen korrespierenden 
Ächseneinheiten zu erfolgen. Zwei dieser drei Möglichkeiten liefern indessen 
identische Fälle, auch fUhrt wegen des Aufbaus nach zentrierten rechtwink- 
ligen Parallelepipeden die Annahme von Symraetrieebenen, welche anstatt der 
Ecken die Zentren der Parallelepipeden enthalten, auf keine neuen f^Ue, so 
dass sich nur zwei mit Gleilsymmetrie behaftete Fälle ergeben, die als 21) 
und 22) zu bezeichnen sind. 

Somit existieren im ganzen 22 F^lle der rhombisch-hemimorphen Symmetrie. 

§ 7. AMeltung der tetragonal-sphenoldiseh-tetartoedrischen 
Punktsysteme. 

Die Symmetrie dieser Gruppe besteht in wiederholten vierzähligen Dreh- 
spiegdungen und kann durch Verdoppelung des Symmetriegrades aus einer 
solchen Punktgruppierung, welche eine zweizähÜge Drehungsachse als einziges 
Symmetrieelement besitzt, abgeleitet werden. Das zweizäfalige Säulensystem 
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UDd das der klioorhombiBt^eQ Säule sind die in Betracht kommeudeu derartigen 
Gruppierungen; beide sind vereinbar mit einem quadratiBchen Gitter von Auf- 
punkten, das zweizäblige Säniensystem mit der Raumteilung nach quadratisdien 
Prismen, das System der klinorhom bischen Säule aber mit der Raumteilung 
nadi zentrierten quadratischen Priemen. Die beiden Gruppen können wie folgt 
beschrieben werden; Um die Aufpunkte der Raumteilungen nach einfachen, resp. 
zentrierten quadratischen Prismen sind die typischen Polfiguren von tetragonalen 
Sphenoiden dritter Art gestellt 

Somit existieren zwei t^lle der tetragonal-sphenoidisch-tetartoedriachen 
Symmetrie. 

g 8. Die Fanktsysteme der acht fibrigen Polyedei^mppen, 
welche azentrtsche nlchtenantloiuorpbe Erlstalle liefern. 

Die acht übrigen Gmppen, in welchen azentrische niobtenanüomorphe For- 
men vorkommen, wollen wir gemeinsam behandeln und wollen ftlr diese nicht 
mehr eine wirkliche Ableitnng der Fälle liefern, sondern ans mit einer blossen 
Aufzählung derselben begnttgen. 

Im regulären System kommen azentrische, aber nicht zugleich gewendete 
Formen nur in der tetraedrischen Hemiedrie vor, dieselben lassen äch aus 
vier Typen Sohnokes mittels zweier Ausgangspunkte erzengeni. Unter den- 
jenigen hexagonalen Kristallgruppeu, welche nicht bloss trigonal cünd, besitzt 
nur die hesagonale Hemimorphie azentrisdie nicht gewendete Formen, ihre 
Struktur ist erklärbar aus zwei Punktsystemen. Im tetragonalen System be- 
sitzt ausser der bereits erledigten sphenoidischen Tetartoedrie noch die Hemi- 
morphie und sphenoidische Hemiedrie azentriscbe mobtgewendete Formen. Die- 
jenigen der Hemimorphie sind erklärbar ans vier Punktsystemen Sohnckes; 
zur Ableitung der sphenoidischen Polyeder aus reinen Drebungsgruppen mOssen 
inverse Symmetrieoperationen der rhombischen Hemiedrie hinzugefügt werden, 
folglich müssen dieselben in rhombisdie Punktsysteme eingefiigt werden, um 
diese Gruppe strukturtheoretisch zu erklären. Die Aehsenlängen a, b müssen 
aber bei diesen rhombischen Punktsystemen von vornherein als gleich ange- 
nommen werden, um überhaupt eine tetragonale Struktur zu erzielen, d. h. es 
muss eine Achsenschar quadratisch angeordnet werden. Es genügt, sechs 
Punktsysteme Sohnckes tetragonal zu spezialisieren und zwar kann im alige- 
meinen bei denselben mit Ausnahme von 12) (auf S. 87) die vertikale 
Achsenschar tetragonal spezialisiert werden, bei 12) jedoch müssen die tetra- 
gonal spezialisierten Adiaen innerhalb des auf den Tafeln zugehörigen Di^ramms 
horizontal liegen. 



' Zur Obersicht der Punktsysteme vgl. den Anhang. 
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Nach diesen zum Verständnis der folgenden Tabelle notwendigen Vorbe- 
merkungen stellen wir die Gesamtheit der FSMe, dnrdi welche die vier bis- 
herigen Gruppen erklärbar sind, zusammen: 

I. Reguläre tetraedriscbe Hemiedrie. 

1) Reguläres znsammengesetztes Zweipunktsehranbensystem: 
Gleitebene senkrecht anf einer Würfelfläche und eine dreizälilige Aclise enthal- 
tend. Glätbetrsg gleich der halben Deckschiebung auf der dreizäliligen Achse. 

2) Oktaedrisches Zwölfpunkteraystem: a) Symmetrieebene aenkreclit 
auf einer Wttrfelfläche nnd eine dreizählige Achse enthaltend, b) Gleitebene 
wie die Symmetrieebene unter a), Gleitbetrag: gleich der halben Deckscfaie- 
bung anf der drdzähltgen Achse. 

3) Enbiscbes ZwSlfpnnktersyatem: a) Ebenso wie 3a), b) ebenso 
wie 2 b). 

4) Rhombendodekaedrisches ZwOlfpunktersystem: Ebenso wie 2a) 
[resp. 3 a)]. 

II. Hesagonale Hemimorpbte. 

&) Dreigängiges Sechspunktschraubensystem: a) Symmetrieebene, 
welche zwei nächste sechszäblige Achsen oder Gleitebene, welche Übernächste 
Achsen enthält nnd die SchiebnngshJÜfte anf der sechszäliligen Achse als Gleit- 
betrag besitzt, b) Symmetrieebene, welche Übernächste sechszähtige Achsen oder 
Gleilebene, welche nächste sechazählige Achsen enthält und die Schiebnngshälfle 
auf dieser Achse als Gleitbetrag enthält. 

6) Hexagonalsäulensystem: a) Symmetrieebene dnrcb nächste sechs- 
zäblige Achsen gelegt, b) Gleitebene ebenso gelegt, Gleitbetrag: halbe Deek- 
schiebung längs dieser Ai^se. 

III. Tetragonale Hemimorphie. 

7) Vierzähliges Gegenschraubensystem: a) Symmetrieebene mitten 
zwischen zwei nächsten vierzähllgen Achsen von entgegengesetzter Windung 
und senkrecht auf der Ebene derselben, b) Gleitebene ebenso gelegt, Gleitbe- 
trag; Deckschiebungsbälfte auf einer vierzähligen Achse. 

8) Zweigängiges Vierpunktschranbensystem: a) Symmetrieebene 
dnrch nädiste yierzäliÜge Achsen der zwei Arten gdegt, b) Gleitebene ebenso 
gelegt^ Gleitbetrag: Deckschieb ungshälfle auf der vierzähligen Aclise, c) mitten 
zwischen nächsten Symmetrieebenen des Falles a) hindurchgehende Symmetrie- 
ebene, d) Gleitebene ebenso wie in c) gelegt, Gleitbetrag: Sohiebungsh&lfte 
anf der vierzäliligen Achse. 

9) Qnadratsäulensystem: a), b), c), d) wie beim vorigen System sab a), 
b), c), d). 
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10) Qnadrafoktaedersystem: a) Symraetrieebene durch nächste vier- 
zählig« Achsen gdegt, b) ebenso gelegte Gteitebene, Glelbetrag: Scbiebnogs- 
hälfle auf der vierzähligen Achse. 

IV. Tetragonal-Bphenoidische Hemiedrie. 

11) System der recbteoktgen Sänie, spezialisiert^: a) Symmetrie- 
ebene so gelegen, dass sie Achsen der tetragonal angeordneten Schar enthält 
und die übrigen zwei Scharen aufeinander senkrechter Achsen unter Winkeln 
von 45" adineidet, b) Gleitebene ebenso wie in a) gelegt, Gleitbetrag: Schiebungs- 
hälfte auf der tetragonal angeordneten Achse. 

13) System der Bfaombenaäule, spezialisiert': a) Symmetrie- 
ebene so gelegen wie beim vorigen System, b) Gleitebene so wie in a) ge- 
legt, Gleitbelrag: Scliiebungsliälfte auf der tetragonal angeordneten Achse, 
e) Gleitebene mitten zwischen zwei wie in a) und b) gelegten anfeinander 
folgenden Ebenen von verschiedener Art. Gleitbetrag: Schieb ungshätfte längs 
einer Quemchtung parallel zur Symmetrieebene, d) Gleitebene wie in o) gelegt, 
Gleitbetrag: die Resultierende der Gleitbeträge b) und c). 

13) System des Oblongoktaeders, spezialisiert': Symmetrieebene 
ebenso wie im vorigen System gelegt 

14) Rhombenoktaedersystem, spezialisiert': a) Symmetrieebene 
ebenso wie in dem vorigen System gelegt, b) Gleitebene ebenso wie in a) gelegt, 
Gleitbetrag: Schiebungshälfte längs der tetragonal angeordneten Achse. 

15) Abwechselndes rechteckiges Zweipanktschraubensystem 
1. Art, spezialisiert^: a) Symmetrieebene, so gelegen, dass sie Drehachsen 
enthält und die Scfaraubenachsen unter Winkeln von 45*' sclineidet, b) Gl^t- 
ebene ebenso wie die Symmetrieebene des Falles a) gelegen, Oleitbetrag: 
Schiebungshälfte längs den Drehachsen. 

16) Rhombisches Gegenschraabensystem, spezialisiert': Gl^t- 
ebene, mitten zwischen zwei nächste, durch vertikale zweizählige Aclisen gelegte 
Ebene, welche die Übrigen zwei Scharen anfeinander senkrechter Achsen unter 
Winkeln von 45** schneidet, Gleitbetrag: eine halbe kleinste schiefe Schiebung 
längs der Symmetrieebene. 

y. Uesagonale trigonotype Tetartomorphie. 

17) Rhomboedersystem: a) Symmetrieebene durch nächste dreizäblige 
Achsen gelegt, b) Gleitebene ebenso liegend, Gteitbetrag: Längenhälfte einer 
Deckschiebung längs einer dreizähligen Achse. 

' Die Systeme II) bis 16) sind so spezialiaiert, dass die Achsien in einer Rich- 
tung eine tetragonale Anordnung haben und zwar hegen bei 12) diese Achsen hori- 
zontal bei der in d«n Abbildungen dieses Buches benutzten Aufstellung. 
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18) Dreiseitiges SänlenBystem: a) STinmetrieebene durch nädiHte 
drdzählige Achsen derBelben Art gelegt, b) GleitebeDe wie in a) liegend, Gleit- 
betrag: Scbiebnngshälfle längs «ner dreizäbügen Achse, c) Symmetrieebene 
durdi Ubernäcliste gleidiwertige Achsen gelegt, d) Gleitebene ebenso wie im 
letzten Fall liegend, Gleitbetrag: wie im vorletzten Fall, 

VI. Hexagonale trigonotype Tetartoedrie. 
I8e) Dreiaeittges Säulensystem: Symmetrieebene senkrecht zu den 
dmzähligen Achsen liegend. 

VII. Hexagonale trigonotype Hemiedrie. 

19) Zusammengesetztes dreiseitiges Säulensystem: a) Symmetrie- 
ebene senkrecht zu dreizähligen Achsen und zweizfihlige Achsen enthaltend, 
b) Symmetrieebene senkrecht zu dreizähligen Achsen und mitten zwischen zwei- 
zähligen Achsen verschiedener Art gelegen. 

20) Abwechselndes dreiseitiges Säulensystem: a) Symmetrieebene 
wie in a) des letzten Systems liegend, b) Symmetrieebene wie im Fall b) des 
vorigen Systems liegend. 

VIII. Monokline Hemiedrie. 

21) Acbsenloses Raumgitter: a) bis b) ho spezialiwert, dass gerade 
rhomboidtsche Prismen als Kerne in ihm enthalten sind: a) Symmetrieebene 
senkrecht auf den Umklappungsachsen dieser Kerne, b) Gleitebene, ebenso wie 
die Symmetrieebene des Falles a) liegend. Gleitbetrag: Längenhälfte einer Deck- 
schiebung längs ihrer Ebene, c) bis d) so spezialisiertes acbsenloses Gitter, dass 
klinorfaombische Prismen in ihm enthalten sind: c) Symmetrieebene senkrecht 
auf den Umklappungsachsen dieser Prismen, d) Gleitebene, ebenso wie die 
Symmetrieebene des Falles c) liegend, Gleitbetrag: Längenhälfte einer Deck- 
Bcliiebung längs der Gleitebene. 

% 9. Spezialisierung der Ctrundannahiuen. 

Als Abschlnsa dieses Kapitels besprechen wir noch einige Spezialisierungen 
der an sich äusserst allgemeinen Gnindannahmen, auf welchen die erwdterte 
Theorie Sohnckes basiert. 

Um die Beziehungen einer Eristallstniktur zn ihren Bausteinen zu ver. 
folgen, hat man nach Sohncke zunächst die Symmetrie des zugehCrigen Punkt- 
systems zu bestimmen, dann aber wiederum die Punkte desselben durch Bau- 
steine von molekularer Grössen Ordnung sich ersetzt zu denken. Und zwar darf 
nach Sohncke durch diesen Ersatz die Symmetrie des Systems nii^t sinken, 
oder in Sohnckes eigenen Worten ausgedrückt (Zeitschr. f. Krist 20, 447, 
1892): Der Kristall kann keine geringere Symmetrie besitzen als das Punkt- 
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System, nach welchem die Schwerpunkte der Krist^baustaue angeordnet und. 
Zum Beispiel ist es nach Sohncke nicht statthaft, ein monoklin- holoedrisches 
Panktsystem mit asymmetrischen Bausteinen zu behaften. £^nen eigentlichen 
Grund fUr diese Hypothese, durch welche die nächstliegende Annahme be- 
BchrSDkt wird, dass die Symmetrie der Straktur und ihrer Baasteine unab- 
hängig Ton einander seien, fuhrt Sohncke nicht an. Weshalb sollte die Natur 
nicht aus asymmetrisclien Bausteinen einen Boracitkristall aufbauen, indem sie 
die BauBteine entsprechend den Punkten eines bei höheren Temperaturen regu- 
tt^ werdenden Punktsystems gruppiert? Pflegen doch auch die Chemiker durch 
ran keinerlei Symmetrie besitzendes Kaumgebilde üch die Konfiguration vieler 
optisch aktiver Substanzen im Räume zu veranschaulichen. Bei den optisch 
aktiven Flüssigkeiten und Gasen wird doch sicherlich die Symmetrie des Punkt- 
gebildee, durch welches man ihre Struktur veranscbanlicben kOnnte, dnrdi die 
Materie selbst herabgemindert, nämlich des Symmetriezentrums beraubt, weshalb 
sollte nun der Fall, welcher bei Rüssigkeiten nnd Gasen sicher nachgewiesen 
ist, b^ festen Körpern nicht auch in Betracht gezogen wwden dfirfen? 

So hat denn auch die Sohnckesche Annahme Aber die Begehungen 
zwischen der Symmetrie der Punktsysteme und ihrer Bausteine alsbald Wider- 
spruch erfahren und zwar besonders von Barlow, Schönfliess und Fedo- 
row. Indessen scheint mir Fedorow' in seiner Abweisung zu weit gegangen 
zu sein, wenn er gerade umgekehrt wie Sohnckc'behauptet, dass die Symme- 
trie einer Struktur niemals niedriger als diejenige ihrer Baustdne werden könne, 
sondern höchstens höher. 

Die Vorstellungen, welche die Stereochemie Über den Valenzbegriff ent 
wickelt hat, und nämlich hier der Auffassung Sohnckes günstiger als letzt- 
genannten entgegengesetzten. Den Kalium- nnd Chloratomen wird z. B. von 
der Stereochemie keineswegs der Besitz von Symmetrieebenen abgesprodien 
und doch besitzen die Kristallformen des Sylvins, welche sidi aus diesen Atomen 
aufbauen, keinerlei Symmetrieebene; die „atereoisomere Asymmetrie" der Sylvin- 
struktnr (d. h. die Möglichkdt Antipodenkristalle zn bilden) kann also hier 
nur in einem Symmetriemangel der GruppierungswMse nicht aber in der 
Beschaffenheit jener Bausteine begründet mn. Es muss also die Möglichkeit 
zugegeben werden, dass durch die Gruppierungsweise der Bausteine ihre 
wirkliche Symmetrie herabgemindert erscheinen kann, dass aber der umge- 

■ In Fedorowa eigenen Worten (Zeitschr. f Krist., 20, S. 65) lautet dieser 
Einwand: „Falls die der Molekel ziigehCrige Symmetrie mit der des Systems nicht 
zusammenfällt, so musB die ihr angebOrende Symmetriegrösae kleiner sein, als die 
des Syatems, weil sämtliche der Molekel angehörende Deckbewegungen auch dem 
System eigen sein möaBen, und nicht umgekehrt: es bleibt immer möglich, dsss eine 
Deckbewegnng des Systems eine Molekel nicht mit ihr selbst zur Deckung bringt, 
sondern mit einer anderen Molekel des Sjatems". 
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kehrte Fall ansgeschlossen sei, ist von SobDcke ohDe Beweis behauptet worden. 
Sohneke sagt zwar (Zeitaclir. f. Krist-, 20, 447, 1892): „Wtnn die Symme- 
trie des Panktsystems der Schwerpunkte znm Teil vernicblet würde darch die 
Symmetrieeigenscliaften der in ihrer richtigeo Lage beliudlichen Bausteine, so 
schiene für das Znstandekomraen gerade dieses Puaktsj^tems der zureichende 
Grund zn fehlen; das Zustandekommen desselben wäre mechanisch unwahr- 
scheinlich"; hierauf ist jedoch zu erwidern: Als das PrimUre hat man die Be- 
schaffenheit der Bausteine zu betrachten, da zu ihrer Gruppierung zunSchst 
das Vurhandensein bestimmter Bausteinarten erforderlich ist, es wUrde aber der 
SatzSohnckes dementsprechend umgeändert lauten: Die Symmetrieeigenschaften 
der Bausteine können durch die Art, wie ihre Scliwerpunkte sich zu äaem 
Punktsystem zusammenordnen, nicht eine solche Struktur erzeugen, deren Sym- 
metrie hoher ist als diejenige der Baust^ne selbst. Wie nnplausihel dieser Satz 
aber ist, geht daraus hervor, daas es dodi als ein nabeliegender Kunstgriff zur 
Erzeugung von Symmetrie bezeichnet werden muss, die etwa den Baustdnen 
fehlende RegelmSsaigkeit durch eine regelmässige Zusammenordnnngs weise zu 
ereetzen; warum sollte es der Natur nicht möglich sein, falls z. B. zum Auf- 
bau eines Weinsäurekristalls nur vollkommen symmetrielose Bausteine zur Ver- 
fügung ständen, die zweizälilige Symmetrieachse dieser Kristalle dadurch zu 
erzielen, dass den Schwerpunkten der Bausteine die Pnnkte eines in bezug 
auf eine zwetzätdige Drehungsachse symmetrischen Gitters zugewiesen werden? 

Daher betrachten wir nicht, wie Sohneke, es als einen Einwand gegen 
die Bravaissche Theorie, dass z. B. die Kristalle des Fahlerzes ans solchen 
Bausteinen nach Bravais aufgebaut sdn sollen, welche Tetra edersymmetrie 
besitzen aber hinsichtlich der gegenseitigen Lage ihrer Schwerpunkte ^n Gitter 
mit der WOrfelsymmetrie — also einer die Tetraedersymmetrie Übertreffenden 
Regelmässigkeit — bilden sollen. 

Diejenigen Spezialisierungen der Stmktnrtheorie, welche die Symmetrie 
der Bausteine und ihrer Gruppierungen in dne gegenseitige Abhängigkeit zn 
bringen suchen, befriedigen mithin nicht, wir betrachten beide Dinge als voll- 
kommen unabhängig voneinander. 

In anderer Weise suchte E. v. Fedorow die Strukturtlieorie zu speziali- 
sieren und gewisse Fälle der verallgemeinerten Sohnckescheu Theorie als nicht 
von der Natur realisierbar nachzuweisen. Es war auf S. 12 — 13 gezeigt wor- 
den, dass innerhalb der Raumgitter sich Kerne von konvexer Polyederform 
nachweisen lassen, welclie die Symmetrie des Raumgitters selbst besitzen und 
bei Hinzunalime der Deck Schiebungen sämtliche Ecken des Gitters erzengen. 
Fedorow nahm nun an, dass eine analoge Erzeugnngs weise ans konvexen 
Polyederkemen auch bei den nicht direkt gittertSrmigen Strukturen, welclie in 
der Natur vorkommen, mSglioh sein mttsse; derselbe gab die Gestalt dieser 
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Kerne an, welche übrigens auch nach den AaBltlbrnngen dieses Bnchee leicbt be- 
stimmt werden können, zeigt aber ferner, daes die Si-^O Strukturarten in eine 
grosse Anzahl von Unteri^len sich zerlegen lassen (und zwar in llöi), wenn 
man neben den Deck Operationen auch die Unterschiede, welche diese Kerne 
aufweisen können, berücksichtigt. Die so erhaltenen äusserst zahlreichen 
FS1\6 Bucbt Fedorow durch besondere Annahmen in w ab rschein liehe und nn- 
wahrscheinlicbe einzuteilen, und zwar gelten als unwahrscbeinlich ntcbt nnr 
diejenigen, bei welchen die genannten Kerne an gewissen Stellen konkav sind, 
sondern auch diejenigen Fälle, in welchen die Symmetrieachsen der zu den 
Raumeinheiten der Gitter analogen Kerne nicht ansschliesslich durch die Kem- 
zentren gehen, sondern teilweise an der Oberfläche liegen. (Vgl. £. von Fe- 
dorow, Zeitschr. f. Kriat., 25, 218, 1896.) 

Näher brauchen wir auf diese Vorstellungen Fedorows nicht einzugehen, 
da in diesem Buche die Einteilung der Strukturen ansschliesslii^ nach den 
Seckoperationen (Drehung, Spiegelung, Schiebung und Aufeinanderfolge der- 
selben) vorgenommen wird und da ausserdem wegen der Nichtberilckuchtignng 
des von uns als verlängertes Rhombendudekaeder bezeichneten Körpers (vgl. 
Fig. 3 t auf S. 27) die Untersuchungen Fedorows über Raumeinteiinngen 
nicht vollständig sind. 

Beachtung verdient femer die Einteilung, welche Sohncke für die inran- 
anderstelienden Punktsysteme, aus welchen ein Kristall gebildet sein soll, an- 
^bL Sohncke unterscheidet folgende drei Fälle: a) Mehrere Systeme mit 
gleiclien Deckschieb un gen nnd gleichen Achsen können entweder so ineinander- 
gestellt werden, dass die Achsen nicht zusammenfallen, sondern nur parallel 
sind. Oder: b) Jene Systeme werden so inein and ergestellt, dass die gleichen 
Achsen zusammenfallen, c) Mehrere Systeme mü glichen Deckschi e bangen, 
aber mit verscliiedenzäbligen Achsen können so 1 nein an dergesi eilt werden, dass 
mehrzählige Achsen des einen mit minderzäliligen des anderen zusammenfallen. 
Fall b) ist der einfachste, und es sind mir keine Beobachtungen bekannt^ welche 
dazu zwängen, auf die Fälle a) und c) zurückzugehen. Auch P. von Groth 
scheint eine Beschränkung auf den Fall b) fUr genügend zu erachten, denn 
derselbe sagt (Physikal. Kryetallogi-,, 4. Aufl., I90.=i, S. 293): „Sobald man in 
der früheren Theorie (nämlich in der speziellen Theorie Sohnckes) die ein 
Kristallelement zusammensetzenden Atome als selbständige Bestandteile des 
Systems auffasst . . ., so ist die frühere Theorie bereits in die verallgemeinerte 
übergegangen". Durch diese Konstruktion Groths wird nur der Übergang in 
den Fall b) vermittelt, es dürfte deh in der Tat empfehlen, von vornherein die 
Fälle aj und c) wegen ihrer Unwahrsch^Iichkeit ausser Acht zn lassen. 
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Kapitel X. 
Anwendung der Strnktnrtheorie. 



g 1. Xtzflgnren. 

a) Blldm^ derselben. Für die Bestimmang der wahren Struktur einer 
Substanz besitzen diejenigen physikaliscben Vorgänge besondere Bedeutung, 
deren Einwirkung sich auf möglichst kleine getrennte Bereiche beschickt, was 
besonclers bdm Ätzen der F^l ist. Auch für die Aufklämug der Symmetrie- 
eigenschaften der Kristalle war die Ätzmethode von grösster Bedeutung; ue 
besteht darin, auf das YerBuchaobjekt ein Lösungs mittel so kurze Zeit einwirken 
zu lassen, dass es nur die äusaerste Oberfläche desselben angreift. Alsdann ent- 
stehen Gebilde, welche als Ätzfiguren bezeichnet werden, indem der Angriff 
sich keineswegs gleicbmäswg auf die gesamte Oberfläche erstreckt, sondern zur 
Erfüllung der Fläche mit kleinen und meistens nur mikroskopisch genauer 
untersuchbaren Lösungsflguren fUhrt In den meisten Fällen entspricht nun 
die Symmetrie dieser Figuren derjenigen unmittelbar, welche durch die Symme- 
triedgenschaflen der betreffenden Gruppen gefordert wurde, so äasB nahezu für 
alle 32 Kristallgnippen auch Beispiele unter den Ätzßgurentjpen ermittelt 
worden sind. 

b) Anomale ÄtBaguren. In manchen Fällen stimmen jedoch die Ätz- 
figuren nicht mit derjenigen Symmetrie Uberein, welche aus den Übrigen Eigen- 
schaften der betrefi'enden Substanz abgeleitet werden muaste. Man bezeichnet 
diese bisher nicht genügend erklärten abweichenden Formen als „anomale 
Ätzfiguren". 

Nun sahen wir in dem über die historische Entwicklung der Kristall- 
struktur handelnden Kapitel, dass die Sohnckeache Schraubungssymmetrie 
nicht die volle Elächensymmetrie, welche aus der Folyedersymmelrie ableitbar 
wäre, den Kristallflächen zuweisen, sondern oft eine geringere. 

o) Erklärmig der anomalen ÄtzOguren dnrch die Fläohensymmetrie 
der Punktsysteme. Statt wie L. Wulff einen Grund für die Mehtexistenz 
der Schraub ungssysteme in ihrer eigenartigen Flächensymmetrie zu erblicken, 
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wollen wir prfifen, ob wirklich die anomalen Ätzfi^ren 80 gestaltet und, dass 
sie der Flächensymmetrie eines solchen Sohnckeeclien Ponktsystema entspre- 
chen, welches mit dem betreffenden Kristall gleit^e Symmetrie beützt. 
Folglich rechnen wir die Ätzfignren nicht zn denjenigen Eigenschaften, für 
welche es nur auf den Mittelwert der auf die Moleküle ansgeQbten Wirkungen 
ankommt, also nicht zn jenen Eigenschaften, welche anf «ne grössere Anzahl von 
Baostetnen gemmnsam dnwirken, sondern wir nehmen an, dass bereits die in 
sehr kleinen Dimenüonen erfolgenden Einwirkungen ansschlaggebend sind. Es 
lassen sich eine Keihe von Gründen daflir angeben, dass in der Tat eine ein- 
zelne Ätzfigur einer solchen Veränderung der KristalloberflSche ihre Entstehung 
verdankt, welche auf einen Berdch beschränkt ist, der klein im Vergleich zur 
Ausdehnung der Ätzfigur selbst sdn muss*. Es acheint die Bildnng der Ätz- 
fignren sich antängs auf die nächste Umgebung einer phj^alisch zur Ätzung 
prädestinierten Stelle zu erstrecken und daher die Symmetrie des eigentlichen 
Strukturanfbans längs der Oberfläche blosszulegen und nicht diejenige Flächen- 
symmetrie zn erfüllen, welche als Durdiscfanittswirkung zahlreicher Parallel ebenen 
entstehen würde. Letztere, d. h. die durchschnittiiche Flächensymmetrie, mnss 
stets mit derjenigen tiberein stimmen, welche die betreffende Fläche in dem 
Umriss ihres Kristallpolyeders besitzt^. 

Femer entspricht es es unserer Auffassung über die Ätzfiguren, dass bis- 
weilen die anomalen Ätzfignren in zweierlei Stellung auf einer nnd derselben 
Fläche sich ausbilden, indem z. B. auf dem Elinopinakoid der Colemanitk ristalle 
nach Baumhauers Beobachtungen zwei um 180" gedrehte Lagen sieh kon- 
statieren Hessen. Dieses Verhalten wird verständhch, sobald wir die zweizählige 
Drehungsachse der Colemanitkristalle durch eine der Struktur beigelegte Zwei- 
pnnktschraubenachse erklären. Wir suchen unter den zur Symmetrieachse 
senkrechten Netzebenen die durch reine Schiebungen miteinander deckbaren 
auf und erkennen, dass es zwei Arten derselben gibt, nnd zwar sind zwei 
nächstliegende der einen Art von einander getrennt durch eine zwischenliegende 
von zweiter Art, welche nicht durch Schiebung, sondern nur durch Zweiponkt- 
scbraubnng mit jenen zur Deckung gebracht werden kann. Daher kitnnen 
auch die Ätzfignren auf den Klinopinakoidilächen zwei um löO* gedrehte 
Stellungen besitzen, je nachdem die eine oder andere Netzart für das betref- 
fende Flächenstück gerade in Betraclit kommt. Da aber treppen fBrmige Ab- 
sätze auf Kristaltflächen schon makroskopisch oft erkennbar sind, ist das Vor- 
handensein von submikroskopischen Ungleichförmigkeiten, wie sie zur Neben- 



g\. B. Sommerteldt, Zeilachr. f. wiss. Mikroskopie, 23, 2^—36, 1906. 
gl. E. Sommerfeldt, Geom. Krielallographie, S. 19 und 128, sowie Taf. 1 
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einaaderlageroDg der beiderlei Netzarten genttgen, ale sehr leicht und hünfig 
antretend anzanehmen. 

d) Übersicht über die FlätdieDSyinmetTie der EristaUpolreder. 
Schon darin bat man eine Bestätigung dieser Hypothese zu erblicken, dass 
die anomalen Ätzfiguren stets niedrigere Symmetrie, niemals höhere besitzen, 
als aus den Übrigen phjsikalisclien Eigenschaften zu folgern wäre. 

Um jedoch im einzelnen die Erniedrigungen der Flächen Symmetrie, welche 
dadnrch eintreten können, zu beurteilen, stellen wir in diesem § diejenige 
fläcliensymmetrie fllr die Kristallgruppen zusammen, wdche aus den Symmetrie- 
eigenschaften der Bravaisschen Raumgitter sich ergeben wQrden; es sind das 
zugleich di^enigen, welche erfUlU werden, wenn die Substanzen auBsdiliessiieh 
die in Kapitel III behandelten 25 Strukturmögliclikeiten erfüllen, wenn also die 
Auffassung Wulffs, dass die Sohnckeschen Scbraubungssysteme nicht in der 
Natur vorkämen, berechtigt wären. Auch stimmt die von der Bravaisschen, 
resp. Wulffsclien Theorie geforderte FläcJiensymmetrie mit der oben als „durch- 
scbnittliche Fläcliensymmetrie'' der Sohnckeschen Punktsysteme t>ezeiclineten 
überein. Es dürften also nach der Bravaisschen, resp. Wulffseben Theorie 
anomale Ätzfiguren sich überhaupt nicht ergeben. Durch die Existenz der- 
selben scliünt mir jedoch die Anseht Wulffs widerlegt zu werden. 

Im folgenden liefern wir zunächst eine Tabelle fltr die Flächensymmetrie 
der einfachen Formen, welche in den Sohnckeschen Punktsystemen durch ihre 
Polfignrea vertreten sein können, es geliören diese Formen den II Grnppen 
der reinen Drehnngasymmetrie an; wir tragen in dieselbe Tabelle auch die 
Flächensymmetrie derjenigen Formen dn, welche in 11 durch Hinzunahme 
von inversen Symmetneoperationen erweiterten Gruppen vorkommen, da diese 
Formen zum grössten Teil mit den ersten 11 übereinstimmen und sich nur 
dadurtJi von ihnen unterscheiden, dass einige inverse Operationen zur Erhöh- 
ung der Symmetrie beitragen. Es sind in der Tabelle nur die speziellen Formen 
aufgeführt da die Flächen der allgemeinsten Formen asymmetrisdi und. Als 
Grad der Flächensymmetiie bezeidinen wir die Anzahl der voneinander ver- 
schiedenen Symmetrieoperationen, welche die Fläche in sich überführen und 
Ißsen diese Zahl in zwei Summanden so auf, dass wir zunächst die Anzahl der 
Drehungen, dann diejenige der inversen Operationen ansclireiben und beide 
durch ein Pluszeichen verbinden. Die allgemeinsten Formen einer Gruppe 
besitzen also stets den Fläcbensymmetriegrad 1 + 0, d, b. es esistiert eine 
direkte Operation (nämlich die Identität) und keine inverse Operation der 
Symmetriegrnppe, welche die Aussenseite einer Fläche der allgemeinsten Formen 
in sich Überführt Analoge Bedenlung besitzt das Pluszeichen stets in der 
folgenden Tabelle; fllr die niclit aufgeführten lO Symmetriegruppen kann man 
sich die Tabelle leicht vervollständigen. Es lässt sich die Flächensymmetrie, 
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welche ja nur bei den Bpeziellen Formen auftritt, auch dadurch erklären, 
dass man eine jede solche Fläche als den Int)egriff mehrerer in ein Niveau 
fallender Flächen allgemeiDster Art anffasst, z. B. kann eine Würfelfläche als 
der Inbegriff tod acht koinzidlerendeD Flächen eines spezialisierten Hexakisok- 
taeders betraclitet werden; aus diesem Grande bezeichnen wir eine holoedrische 
Würfelfläche als achlwertig nnd haben in der folgenden Tabelle zugleich die 
W^igkeit für die aufgeführten Formen angegeben. Es mnss die Wertigkeit 
gleidi der Summe der direliten und inversen Operationen der Flächsjmmetrie 



EriBtallformen 


Wertigkeit Symmetrie 


Wertigkeit | Symmetrie 


der Einzelflacbe 


der Einzelflacbe 




Regniäre Holoedrie: 


RegnI. plag. Hemiedrie: 


Würfel 


8 


4 + 4 


4 


4 + 


Oktaeder 


6 


3 + 3 


3 


3 + 


Hhombendodekaeder 


4 


2 + 2 


2 


2 + 


Pyramidenwürfel 


2 


l + l 


1 


1+0 


Pyramidenoktaeder 


2 


1 + 1 


1 


1 + 


IkoBitetraeder 


2 


1 + 1 


1 


1 + 




RegnI. pentag. Hemiedrie: 


Tetarix)edrie: 


Würfel 


i 


2 + 2 


2 


2 + 


lOktaeder 


3 


3 + 






1 Tetraeder 


_ 




3 


3 + 


Khombendodekaeder 


2 


1 + 1 


1 


1 + 




2 


l + l 


1 


1 + 


Ikositetraeder 


1 


1+0 










1 


1+0 


Deltoiddodekaeder 


1 


1 + 


1 


1+0 


- 


— 


1 


1+0 




Tetrag. Holoedrie: 


Tetr. trapez. Hemimorphie: 


BaaiB 


8 


4 + 4 


4 


4 + 


PriHma 1. Art 


4 


2 + 2 


2 


2 + 


Prisma 2. Art 


4 


2 + 2 


2 


2 + 


Ditetrsgonales Prisma 


2 


1 + 1 


1 


l+l) 


Doppel Pyramide 1. Art 


2 


1 + 1 


1 


1 + 


Doppelpyramide 2. Art 


2 


1 + 1 


1 


1+0 




Tetrag. Hemimorphie: 


Tetrag. Tetartomorphie: 


Basis 


8 


4 + 4 


4 


4 + 


Prisma 1. Art 


2 


1 + 1 


1 


1+0 


Prisma 2. Art 


2 


1 + 1 


1 


1 + 


Pyramide I.Art 


2 


1 + 1 


1 


1+0 


Pyramide 2. Art 


■2 


l + l 


1 


1+0 


JDitettagonales Prisma 


1 


1 + 








— 




1 


1 + 
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KriBtallformen 


Wertigkeit | Symmetrie 
der Einzelflache 


Wertiglteit Symmetrie 
der Einzelflache 






Hexagon. Holoedrie: 


Hex. trapez. Hemiedrie: 


Basis 

Prisma l. Art 
Prisma 2. Art 
Dihexaaonales Prisma 
Doppelpvramide 1. Art 
Doppelpyramide 2. Art 


12 
4 

4 
2 
2 
2 


++++++ 


i 

2 

1 

1 


6 + 
2 + 
2 + 
1 + 
1 + 

i + o 






Heiagon. Hemimorphie: 


Hex 
mit 


Seehseekljipna. 


Basis 

Prisma 1. Art 
Prisma 2. Art 
Dibeiagonales Prisma 
HexBganales Prisma 3. Art 
Pjramide 1. Art 
Pyramide 2. Art 


12 
2 
2 

1 

1 


6 + 6 
1 + 1 
l + l 
1+0 

1 + 1 
1 + 1 


5 

1 

1 
1 




6 + 
1+0 
1 + 

1+0 
1 + 
1+0 






Hexagon. rhomboedriaclio 
Hemiedrie: 


Hexagonale trapezoedr. 
Tetartoedrie: 


Basis 

Prisma 1. Art 
Prisma 2. Art 
Dibexagonales Prisma 
Prisma 3. Art 
Doppelpyramide 2, Art 


6 
2 
2 
1 

1 
2 


3 + 3 

1 + l 

2 + 
1+0 

1+0 

1 + 1 


3 

l 

\ 

1 




8 + 
1+0 
2 + 

1 + 
1+0 
1 + 






lexagon. rlio 
Tetart 


edrie; 


Hexagonale Ogdoedrie; 


Basis 

Prisma 




8 

1 


3 + 
1+0 
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e) Verallgemeiaerte Bedeutung der Flächensymmetrie. Die Aus- 
abrangen üb«' PläcliensyniDietrie gestatten eine nocb allgemeinere ÄnfTaeeiuig: 

Naclidem wir in den früheren Kapiteln ^e Gestaut sämtlicher regelmässi- 
ger Funktsysterae kennen gelernt hatten, führt der Begriff „Flächensymmetrie" 
zu der Frage: In welcher relativen Lage befinden sich die einzelnen Baustdne auf 
den Begrenznngsfläclien einee Eriatallpolyeders? Hierbei kann die faktische Be- 
schaffenheit der Bausteine ganz ausser Spiel bleiben, sondern nns^% Fragestellung 
lautet, anf eine bestimmte Begrenznngsfläche A bezogen, genauer so: Wenn 
angenommen wird, dass ein geometrisches Flächenelement a anf oder in nnmit- 
telbaraler Nähe der Fläche materiell ist, wo befinden sich alsdann die mit a 
gleichwertigen Fläch enelemente? Um hierbei beständig daran zu erinnern, dass 
die eigentliche Gestalt der Raumelemente durchaus willkUrUch wählbar ist, be- 
zeichnen wir dieselben als „fingierte Bereiche" und denken nns einen solchen 
stets innerhalb einee einzigen Fundamentalbereicbs gelegen. Nun sahen wir 
bereits früher, daas die Symmetrie eines Eristallpolyeders als Durchschnitts- 
ergebnis der StrukturregelmSssigkdt aufzufassen ist, ein gleiches gilt insbeson- 
dere auch TOD der Ar^ wie die Polyedersymmetrie in der Oberflächenbeschaffen- 
heit bei A uch äussert, unser Hauptproblem kann daher auch so ansgedrUckt 
werden: Aus der Art nnd Weise, wie die fingierten Bereiche längs der Fläche A 
und ihrer Parallelebenen sich gruppieren, soll die fläch ensymmetrie dieser Poly- 
ederfläche erklärt werden. Als Flächensymmetrie einer Polyederfläehe hat man 
hierbei diejenigen Operationen zu bezeichnen, welche das Polyeder derart in 
sich überfuhren, dass die in Betracht gezogene Fläche A nicht mit anderen 
vertauscht wird, sondern stets in ihrer Anfangslage bleibt Nur Symmetrie- 
achsen nnd -ebenen, welche senkrecht anf A stehen, genügen dieser Forderung, 
zweckmässigerweise beginnt man damit, nur die Achsensymmetrie zu erklären 
nnd anfangs nur diese in Betracht zn ziehen, da ja bei der Ableitung der 
63 Punktsysteme diese allein behandelt wird. Daher können wir auch sagen: 
Durch die 65 Punktsysteme werden alle Arten angegeben, wie eine Fläche mit 
den zu einem fingierten Ausgangsbereich im direkten Sinne kongruenten um- 
lagert wird; durch die 230 Punktsysteme der erweiterten Theorie aber sogar 
alle Arten, wie die zu einem fingierten Ausgangsbereich direkt und invers kon- 
gruenten Bereiche längs einer FUche sich ausbreiten können. 

f) Smzelues üb^ die Flächensymmetrie der Sohncikesohen 
Sohraubmigssysteme. Jetzt fragen wir im Anschluss an Kapitd VHl, § 3 c) 
(vgl. S. 7U): Welche regelmässigen Punkt83'steme geben die Eristallformen 
auch dann noch mit ihrer wahren Flächensymmetrie wieder, wenn eine Ver- 
nachlässigung von langen, welche mit den Dimensioiien des Fundamentalbereichs 
glöche Grössenordnung besitzen, für unstatthaft erklärt werden, wenn also 
lediglich aus dem innerhalb der Fläche seibat befindlichen Punktnetz die Flädien- 

Bommerfeldt, Fh;B. KiiitaUogispkle. 7 
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Bymmetrie erklSrt werden soll? Hui erkennt sogleich, daaa alle Schraabiuigs- 
ajateme mit dieser unmittelbaren ÜbemnstimmDng ron Netzsymmetrie and 
Flächeneymmetrie nnverträglich aind, daaa vielmehr nur diejenigen 35 I^IUle 
diese Cberein Stimmimg zulassen, welche im IlL Kapitel durch rein symmetrische 
(also von Verzemingen freie) Uml&gening der Autponkte mit materiellen 
Punkten erhalten wurden. 

Die Schranbnng^Tuppen zerfallen in zweierlei Arten; die eineo, bei wel- 
chen die Schranbnngsachsen gl^cfazeitig Drelinngsacbsen sind, geben wenigstens 
einen Teil der Flächensymmetrie wieder, die anderen aber, bei welchen die 
Schraubnngsacbsen ni<^t gleichzeitig Drehungsachsen sind, liefern nnr bei Ver- 
nachÜLBsignng der Schiebungskomponenlen, welche in den betreffenden Schrau- 
bnngsoperationeii stecken, eine wirkliche Flächenaymmetrie. 

Sämtliche enantiomorphen Scbnuibungssyateme besitzen auf den zor Haupte 
atjifle senkrechten Metzebenen eine geringere FTächensymmetrie als den zuge- 
hörigen Polyedern dort znkommt; es sind dieee 22 f^le' bereits auf S. 77 
aufgezählt, für die übrigen Schraubnugsayateme liefert die folgende Tabelle eine 
Znsam m enstellung : 

Punktsysteme: 

1) Zweipnnktachranbenayatem, 

2) Zusammengeeetzes rediteckigea Zweipunktschranbeusystem, 

3) Abwechselndes rechteckiges Zweipanktschranbenayatem 1. Ar^ 

4) Abwechselndes rechteckiges Zweipnnktschrauhensystem 2. Art, 

5) Zusammengesetztes rhombisches Zweipunktschraubensystem, 

6) Khombischea Gegenschranbensystem, 

7) Zweigängigea Vierpunktsehranbensyatem, 

8) Vierzähliges Gegenachraubenaystem, 

9) Zw^gängiges znsam mengeeetztea Vierpunktscbraubensystem, 
10) Abwechselndes zweigängiges Vierpunktscbraubensystem, 
il) Vierzähliges zusammengesetztes Gegenschraubensystem, 



' Man darf sich durch die Anordnung der Tabelle auf S TT nicht dazu ver- 
leiten lassen, nur II enantiomorpbe SchraubungsByateme anzunehmen, man darf also 
nicht die rechten und linken Arten vereinigen, denn die Operationen, welche die 
beiden enantiomorphen SjBteme aus einem Ausgangspunkt erzeugen, sind wirklich 
verschieden voneinander. Denn da man z. B die Charakter! stiücbe Operation einer 
linken Vierpunktschraube auch als eine im rechten Sinne erfolgende Schraubung mit 
der Drehungbkomponente von 27u' außat^en kann, bo erkennt man in der Tat deut- 
lich, daBB Bie wirklieb verschieden ist von der charakleriBtischen Operation einer 
rechten Vierpunk lach raube, denn in letzterer Operation Btecki ja eine Drehungakom- 
ponente von nur Hü'. Diese Verschiedenheit der beiderlei Systeme bedingt ea, dass 
man sie nicht etwa zur Erzeugung von zentriscb-sjmroetriscben Fftllen bei der Ab- 
leitung der 2iJ0 Punktaystemarten ineinander schieben darf, sondern hierbei dürfen 
nur Punktsyateme mit übereinstimmenden erzeugenden Operationen ineinander ge- 
schoben werden. 



Digitized by VjOOÖ IC 



Anwendung der Strukturtheorie. gg 

12) Dreigängiges SediBponktBchraubensj^tem, 

13) Drei^lngigea znsaiDiDengesetzea Sechspooktsdiranbensystem, 

14) B«gnlSres zuBammengeaetztes Zweipanktscbranbenfifatem, 

15) Eegalärea abwecheelndeB ZweipQnktecliranbeiisyBtem, 

16) Reguläres GegeDschranbensj'stein I. Art, 

17) Reguläres Gegenecbrauben System 2. Art, 

18) Begaläres zweigängigea VierponktschraulMiisystein. 

Die 65 Sohnckeschen Panktsysteme ersclieinen demnach folgendermassen 
in drei Klassen eingetalt: 

1) Die 25 Punktsysteme der nach Wnlff erweiterten Braraisschen 
Theorie, 

2) die 18 nichtenantiomorphen SohraubungBeysteme, 

3) die 22 enantiomorphen Sduanbangsaysteme. 

g 3. EohSBionselsenscliafteti. 

Die Eigenschaft der Spaltbarkeit hatte schon Hauy mit der Struktur 
in Verbindung gebracht. Jedoch besitzt der VorBclilag Hanys, die kleinsten 
denkbaren Spaltungsstücke als die Bansteine einer RristaUstmktnr zu betrachten, 
schon deshalb einen sehr bescbiänkten Anwendmigskreis, weil nur bei wenigen 
Substanzen überhaupt dreierlei Spallbarkeiten existieren; wo aber zwei oder 
noch weniger Spaltungsrichtungeu vorhaodea sind, versagt die Annahme Hauys. 

Als dann ^äter die Hypothese, dass Raumgitter (resp. paralleleplpedische 
Baustdne) znm Aufbau einer Straktor hinreichen, erweitert werden musste, 
suchte Fedorow die Ansichten Hauys über die Zugrundelegung vonBauat^nen 
dadurch zu vervollständigen, dass er alle Körper aufzählte, welche ausscliliess- 
lich von Paren paralleler Ebenen begrenzt werden, und geeignet änd, den 
Raum durch kongruente Exemplare lückenlos anszofUllen. Es sind das die 
bereits in Kapitel II auf S. 27 genannten Körper, so dass die Parallelepipede nur als 
eine besondere Klasse dieser Körperarten erscheinen. Femer ermittelte Fedorow 
die Untertälle, welche mh bei Einteilung dieser Klassen nach ihren Symmetrie- 
eigenachaften ergelien und fand, dass insgesamt 1182 Fälle entstehen. Indessen 
beging Fedorow eine Inkonsequenz insofern, als er das verlängerte Rliomhen- 
dodekaeder (vgl. 8. 27) unberücksichtigt liesa, wozu ihn woiil der Umstand 
verleitete, dasa dieser Körper nur durch Parallel Verschiebung der Flächm von 
eiuem typischen Rhombendodekaeder verschieden ist Aber auch abgesehen 
hiervon vermögen wir der Fedorowschen Auffassung nur eine abstrakt- mathe- 
matische, nicht eine natnrwissenschafUicbe Bedeutung zuzuerkennen; denn es 
ist natnrgcraässer, die Symmetrieoperationen als oberstes Elasüfikationaprinzip 
fllr die Kristalle einzuführen, als die Gestalt d^ Bausteine. Denn bisher ist 
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man nicht berechtigt, auch cur Vermutungen über die wirkliche Form der 
Bausteine zu hegen. 

Überhaupt ist es schon ediwierig, die 65 Sohnckeschen Punktsysteme 
mit dem Begriff der Spaltbarkeit in achere Beziehung zu setzen, wovon man 
sich durch Lektüre der Arbeiten Sohnckes selbst (Zeitschr. f. Krist 13, 1888, 
S. 220) tiberzeugen kann. 

Es liegt die Annahme nahe, eine Schar paralleler Flächen dann als Spaltunge- 
flächen der Struktur anzusehen, wenn sie besonders dicht mit Paukten besetzt 
ist, oder auch, wenn die benachbarten Parallel ebenen der Schar möglichst weit 
voneinander absteheu, indem mau sagen kann, dass im ersten Fall durch den 
starken inneren Zusammenhang der einzelnen Schicht, im zweiten Fall durch 
die schwaclie Vereinigung der benachbai-ten Sctitchten die Abspaltung beiordert 
wird. Diese beiden Bedingungen änd nun fUr Raumgitter indentisch, d. h. 
diejenigen Flächenscharen, welclie am dichtesten materiell besetzt sind, weisen 
zugleich die grössten Abstände, welclie zwei aufeinanderfolgende Ebenen des 
Gitters überhaupt besitzen können, auf. IDieaer Satz ist indessen füi diejenigen 
regelmässigen Punktsysteme, welche sich nicht auf Baumgitter reduzieren, un- 
gültig, so dass man im Zweifel ist, ob in diesen Fällen die erste oder zw&tt 
dieser Bedingungen die wiclitigere ist. 

In ÜberünstimmuDg mit dem eben genannten Prinzip der maximalen 
Punktdichte steht die Tatsache, dass reguläre Körper in der Tat nach einer 
derjenigen Formen zu spalten pflegen, welche in den regulären Banmgittem 
besonders dicht von Punkten besetzt erscheint. TJud zwar sind im Aufbau 
nach Worfeln auch die Wtirfelflächen am dichtesten mit Punkten besetzt, im 
oktaedrischen Aufbau die Oktaederfläclten und im rhombendodekaedrisdien 
Aufbau die Rhorabendodekaederßächen. Nach einer dieser drei Flächenarten 
aber pflegt bei regulären Substanzen die Spaltbarkeit vorzugsweise zu erfolgen. 

Unter den übrigen KoliSstonseigenschaften haben die als Translationen 
bezeidineten Vorgänge nur zu wenigen und dazu unsiclieren Schlüssen Ober 
die Struktur Anlass gegeben; mehr Beachtung fOr die Bestimmnng der Struktur 
verdienen die einfachen Schiebungen nach Gleitflächen, welche be- 
sonders 0. Mügge zu interessanten strukturtheoretischen Schlössen veranlasst 
haben, auf die hier indessen nur hingewiesen werden kann. (Vgl. Neues 
Jahrb. f. Min. 1889, Beil. Bd. 6, S. 274 und Math. Encyklopädie, Bd. 5, 
I. Heft 3, S. 486.) 

§ 3. Das optisch» DrehnngsTermögen. 

a) Die gewendeten optisch drehenden Kristalle. Die Erfahrung 
zeigt, dass nicht alle Substanzen, welche in gewendeten Formen kristallisiei'en, 
die Ebene des polari^erten lichtes zu drehen vermögen ; z. B. sind bei Salmiak- 
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und Sflvinkristallen Pentagonikositetraeder Qachgewiesen und dennoch fehlt 
diesen Substanzen daa optische DrehungavermOgeD. Die besondere Beschaffen- 
heit der drehenden Jurist allsubstanzen besteht nun nach Sobncke darin, dasa 
sie durch ein solches Punktsystem, welches schranbenförmigen Äufban beützt, 
veranachaulicht werden können. Es gelang Sohncke, flir fast alle Bchranben- 
förmigen Punktsysteme das optiaclie Drehungsvermögen dnrch wendeltreppen- 
förmtge Ühereinanderschichtung dünner Spaltungsbiättcheo von Glimmer nachzu- 
ahmen, nachdem schonNOrremberg und RenscbdnrtJi ähnliche Kombinationen 
von Glimmerblättchen optische Wirkungen erzielt hatten, weiche mit denen 
einheitlicher Kristalle übereinstimmten. 

Es mossten die homologen Riebtungen zweier benachbarter Schiebten 
innerhalb einer Glimmerkombination 45** miteinander bilden, faUs dasDrehungs- 
vennögen der tetragonalen Kristalle nachgeahmt werden sollte, oder aber GU", 
resp. 120", falls das Drehungs vermögen der hexagonalen Kristalle nachgeahmt 
werden sollte. Tetragonale zirkulär doppelbrechende Kristalle liesaen sich also 
durch solche optisch drehende Glimmerkombinationen veranschaulichen, welche 
auf das rechte, resp. hnke zusammengesetzte Vierpunktsch rauben system in dem 
Grenzfall, dass die Lamellen unendUcli dünn werden, führen, oder auch auf 
das rechte, resp. linke abwechselnde Vierpunktschranbensystem. Dagegen er- 
wies es sieb als unmöglich, nach Art des rechten, resp. linken einfachen Vier- 
punktsch raubensyste ms Glimmerkombinationen, welche optisches Drehnngsye^ 
mögen besitzen, aufzubauen. Daher folgerte Sohncke (Zeitscbr. f. Krist, 19, 
539, 1891), dass die nach diesem Punktsystem aufgebauten Kristalle kein 
optisches Dreimngs vermögen besitzen. Sohncke scheint also nnr in den durch 
die Möglichkeit opi tisch drehender Lamellenkombinationen ausgezeichneten 
Punktsystemen optisches Drehungs vermögen fUr bedingt durch die Struktur 
zu erachten und er konnte eine scheinbare Stutze dieser Ansicht darin er- 
blicken, dass zufolge älteren Untersuchungen das tetragonal-hemimorph-tetar- 
toedrisch bristallisiercDde rechtsweinsanre Antimonyl-Barinm kein optisches Dreh- 
ungsvermögen besass (vgl. Sohncke, Zeitschr. f Krist. 25, 530, 1896). Jedoch 
wies bald darauf W. Mamontow nach, dass eine deutliche Drehung, und zwar 
an der Mehrzahl der Kristalle eine Rechtsdrebung, vorbanden sei und konnte 
anch Airysche Spiralen beobachten (BulL d. 1. Soc.d. Nat. d. Moscon. 1896, No. 4 
nnd Zeitschr. f Krisl.32, 503, 1900). Während also das optische Drehungs vermögen 
der tetragonal-trapezoedrischen Substanzen durch die S oh nckesche Auffassung er- 
klärt scheint, widerspricht dasDrehungsvermögen der tetragonal-bemimorpbtetartoe- 
drischen Substanzen den Vorstellungen Sohnckes über diese Eigensdiaft. Anch im 
regulären System besteht eine noch ungelöste Schwierigkeit: Es gelang Sohncke 
der Nachweis (Zeitschr. f. Krist. 19, 539, 1891), dass aus der Strukturtheorie 
fUr drei aufeinander senkrechte Richtungen ein gleich grosses Drehungsvermögen 
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htä regulären EriBtallen folgt; die BeobachtuDg ISsst aber Oleichheit fUr alle 
mditangen erkeDneD, bo dasa Dur ein Teil der läktiBchen Erscheinungen durch 
die Strukturtheorie erklärt worden ist 

Es lassen weh aber überdies prinzipielle Bedenken gegen die Sohncke- 
Bche ÄufTassong über das optische Drehungsvermögen äussern '^: Die Schrau- 
buDgsBj^teme Sohnckes sind keineaw^ die einzigen Strukturen, in weichen 
Paare von enantiomorphen (rechten und linken) Strukturen existieren. Erstens 
können alle Punktsysteme — anch die nichtenautiomorphen — dadurch in 
enantiomorphe Strukturen umgewandelt werden, dasa man ihre Punkte durch 
enanliomorphe Bausteine ersetzt, zw^tens aber kOnnen manclie niditenantio- 
morphe Punktsysteme auch dadurch in enantiomorphe Strukturen übergehen, 
dass solche Bausteine, die, ohne selbst enantiomorph zu sein, doch die Symmetrie 
des Punktsystems Temngern, ihm eingefügt werden. In dem ersten Fall, 
welchen anchSohncke erkannte, ist nicht die Gruppicrungsweisc der Bausteine, 
sondern ihre eigene BeachafTenheit als Ursache des Drehungsverm{tgens anzu- 
sehen, in dem zweiten FaJl hingegen, für welchen wir sogleich an Beiapid 
liefern werden, ist ebenso wie in den Fällen der Drei-, Vier- oder Seobspnnkt- 
Bchrauben die Struktur zur Erklärung des Enantiomorphismus heran zu ziehen. 

Um zu zeigen, dasa unter Umatänden nickten anliomorphe Baustdne in 
nichtenantiomorphe Punktsysteme eingefügt eine enantiomorphe Baustdn- 
gruppierung liefern können, betrachten wir das in Fig. 111 auf Taf. X 
dargestellte Zweipunklschraubensystem. Dasselbe besitz^ solange es aus wffk- 
lichen Punkten (oder kleinen Kugeln) aufgebaut wird, eine Schar von Sym- 
metrieebenen, welche horizontal, also der Diagrammebene parallel laufen. Diese 
zur Gruppe der erzengenden Symmetrieoperationen des Zweipunktschr&uben- 
systems nicht gehörigen Spiegelungen fallen indessen fort, sobald wir die 
materiellen Punkte dnrch vertikal nach oben gerichtete Pfeile ersetzen. Ein aus 
solchen Objekten aufgebautes Zweipunktschraubensystem besitzt nur Drelinngssym- 
metrie; führen wir mit ihm eine Spiegelung an einer Horizontalebene — z. B. 
an der Diagrammebene selbst — aus, ao ist es auf keine Weiae möglich, die 
ursprüngliche und die dnrch Spiegelung erzeugte Gruppierung durch Bewegung 
mitmander zu decken (vgl. hierzu auch E. Sommerfeldt, PhysikaL Zeit- 
schrift, 1906, S. 392). Vielmehr stehen, wenn man die innerhalb der Hori- 
zontalebenen liegenden Queraclmitte der Pfeile in der einen und anderen 
Gruppierung zur Deckung bringt, die Spitzen der Pfeile nach entgegengesetzten 
Seiten; wenn man aber die Pfeile dca zweiten Systems in die gleiche (nicht 
wie soeben in entgegengesetzte) Richtung mit denen des ersten bringt, so 



* Bereits Fedorow soll Einwände gegen diese Sohnckesclio Annahme ge- 
äussert haben; da die betr. Abhandlung in russischer Sprache verfasst ist, entzieht 
es eich meiner Kenntnis, ob diese Einwände mit den hier geäusserten abereingtimmen. 
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können aaf kdneriei Wfise die Rhomboide, wetcbe in den horizontalen Netz- 
ebenen dnrcli die Pfeile beetimmt werden, znr Deckung gebracht werden. Der- 
artige Baustein gmppiemngen lassen einen Gegensatz zwischen rechten nnd 
linken Strcktoren zo, wie er zur Erklärnng des optischen Drebungsver- 
mCgens erforderlich ist, obgleich die Gestalt der ringefttgten Pf^e nichtenan- 
tiomorph ist 

Die Entsch^dnng, ob das DrehangSYennögen aaf die Asymmetrie der 
Bausteine selbst oder anf die Asymmetrie der Struktor zurüekzofUhren ist, kann 
dorch Untersuchung des flüssigen Aggregatznstandes erbracht werden; falls nicht 
etwa bä der VerflUssigung eine Umwandlung der MoIekOle bei der betrefi'endeu 
Substanz stattfindet, ist die flOssige Modifikation optisch drehend oder nidit 
drehend, je nachdem das Molekül selbst oder nur seine Gruppienmgsart inner- 
halb des Kristalls enanliomorphe Antipoden zulfissL 

Nur durch Verbindung von stereochemischen und kristallographischen 
Untersuchungen darf man hofi'en, die sich kombinierenden Eigenschaften der Bau- 
steine selbst nnd ihrer Gruppiemngsart voneinander zu anterscbeiden. 

Die soeben am Beispiel des Zwdpnnktschraubensystems beschriebene Er- 
klärungsweiae des optischen DrehungSFermögens scheint flir Bittersalz nnd 
Natriumammoniumphosphat, (NaH^POi^H^O), zuzutrefl'en. Denn es liegt vom 
Standpunkt der Slereochemie aus kein Gmnd vor, in einer Asymmetrie der 
Bausteine selbst bei diesen Substanzen die Ursache fUr das optische Drehnngs- 
vermögen der Kristalle zu erblicken, zumal auch ihre Lösungen inaktiv sind; 
da aber die Eristalle dieser Substanzen keine sechs-, vier- oder dreizähligen 
Symmetrieachsen besitzen, können ihre Punktsysteme nicht ber^ts an sich 
enantiomorph sein, sondern erst mittels der Bausteine enantiomorph werden und 
zwar sind nichtge wendete Bausteine fQr dieselben wahrscheinliclier als ge- 
wendete. 

Jedenfalls muss die von Sohncke gemachte Annahme, dass die Existenz 
von äreä-, vier- oder sechszähligen Drehnngsachsen für das Auftreten des optischen 
Drehnngs Vermögens bei Kristallpolyedem eine Vorbedingung sei, erweitert wer- 
den, denn auch rhombische und monokline Kristtüle haben sich bei der Ver^ 
vollkommnnng der einschlä^gen Untersuchnngsmethoden als optisch drehend 
erwiesen. Nur weil sich über die zirkuläre Doppdbrechung in allen Eich- 
tungen die gewöhnhdie Doppelbrechung superponierte, vermochten jene die 
froheren Beobachter in den genannten niedrig- symmetrischen Systemen nicht 
mit Sicherheit nachzuweisen. 

Pocklington war der erste, welcher der Sohnckeschen Annahme wider- 
sprechende Beispiele auffand, indem er am mon okiin -hemimorphen Bohrzucker 
und rhombisch -hemiedrischen Ealium-Seignettesalz Drehnngsvermögen in den 
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EichtuDgen der optischen Aclisen nachwies. Dufet fügte als weitere Beispiele 
hinzn: d - Methylglykose, Bittersalz, Natriamphosphat und AmmoDium-Seig- 
nettesalz. 

b) Optisch drehende mohtenantiomoTphe EristaUe. Der soeben 
beechriebeoe Typus optisch drebesder Kristalle besitzt anter den einachsigen 
eine ausscbliesslicb rechtsdrebende und eine ausschliesslich linksdrehende Eri- 
staUmodifikation der betreffenden Substanz und kann nur bei soldien Sub- 
stanzen auftreten, welche in gewendeten Formen kristallisieren, d. b. Dur in 
«ner deijenigen 11 Gruppen unter den 32 überhaupt möglichen, welclie lediglidi 
Drebangssymmetrie und keinerlei inverse Symmetrie besitzen. Ausserdem ist 
aber der Fall theoretisch vorausgesagt und unlängst (freilich nur an einer ein- 
zigen Substanz) beobachtet worden, dass optisches Drehnngsvermögen und 
nichtenantiomorphe Symmetrie bei einem und demselben Kiistallbdividuum 
unter Umständen miteinander verbunden sein können. Diese Art des optischen 
Drehungs Vermögens ist mit der Existenz von Symmetrieebenen vertraglich und 
lässt sich am ein fachsten für die monoklin-hemiedriscbe Gmppe, in welcher sie 
auch tatsädilich beobaditet wurde, besprechen. Nehmen mir die Ebene der 
optischen Achsen senkrecht zur Symmetrieebene ranes solchen Kriatalles an und 
setzen wir voraus, dass längs einer der optischen Achsen ein im Unken Sinne er- 
folgendes optisches E>rebung8beBtreben herrscht, so erfordert die Symmetrie, dass 
längs der anderen optischen Achse dn gleich grosses Drehungs vermögen im 
rechten Sinne herrscht. Die genauere mathematische Behandlung zeigt, dass 
ein solches Verhalten in der Tat mit den für die Licbibewegung geltenden 
Differentialgleichungen verträglich ist (vgl. Chipart^, Gibbs^, und besonders 
W. Voigt*, sowie auch Fockels, Lehrbuch der Kristalloptik, S. 314). Durch 
Beobachtungen von E. Sommerfeldt (Pysik. Zeitschr., 7, 390, 1906) wurde 
nun die Zugehörigkeit einer monoklin-bemiednsch kristallisierenden organischen 
Substanz[FolymerisationBprodnktdeeMesityloxydoxalsäuremethyleeterB(CgHi404)2l 
zu diesem Typus optisch drehender Substanzen sehr wahrscheinlich gemacht 
und zwar gelang es wegen der Kleinheit der Kristalle nicht, die Existenz von 
direkt entgegengesetzt drehenden Partien an anem Kristallindividuum nach- 
zuweisen, hingegen stimmten Achsenbilder, die von den sonstigen stark ab- 
weichen, mit denjenigen, welche unter einer solchen Voraussetzung zu erwarten 
wären, überein (vgl. zur theoretischen Behandlung dieser Achsenbilder auch 
W. Voigt, Phys. Zeifsehr. 7, 267—269, 19ü6). Femer wies E, Sommer- 
feldt darauf hin, dass auch bei den nichtenantiomorphen zirkulär doppelbrechen- 
den Kristallen zweierid Antipoden von gleicher chemischer Zusammensetzung 

*) Chipart, Theorie gjrostaüqne de la lunii^re. Paris 1904. Chap. I, II. 
«) W. Gibbs, Amer Journ. oi Science (3) 23, 460, 1882. 
'} W. Voigt, Götünger Hachrichten 19o3, S. 186. 
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möglich Bind, welche sich foigeodermasaeD nDterscheiden : Diejenigen optischen 
Achsen, welche entgegengesetzt gleidie zirkuläre Doppelbrechung besitzen, 
mDssen in parallele Stellung gelangen, sobald man einen Kristall der ersten 
nnd zweiten Art einander parallel stellt, wahrend auf keinerlei Wdse sowohl 
die gleichsinnig doppel brechenden Achsen als auch die homologen Kristall- 
flachen einander bei beiden Antipoden parallel gestellt werden können. 

Die Existenz dieser nionoklin- hemiedrischen Kristalle mit Drehnngsrer- 
mögen ist mit der Bravaisscben Strukturtheorie unrereinbar, da nicht den 
Baosteiuen selbst bereits Hälften von entgegengesetztem Vorzeichen des 
Drehnngsvermtigens zngesdirieben werden dürfen. Denn sonst mflsaten in 
jedem der Beobachtung zngänglicliem KristallstUck einer solchen Substanz nn- 
gehener viele rechts- und linksdreliende Parti kelhälflen anemander grenzen und 
ihren Effekt gegenseitig zerstören, durchschnittlich mflsste also die Drehnng den 
Betrag Null erreichen. £. Sommer feldt machte nun in Erweitemng der 
soeben besprochenen Sohnckeschen Hypothese die Annahme, dass nur die- 
jenigen beiden Strukturtypen der monoklinen Hemiedrie, weiche Gleitsjmmelrie 
besitzen, optlsclies Drehung» vermögen zulassen, ntclit aber diejenigen, bei welchen 
die Struktur selbst Symmetrieebenen besitzt. 

Ausser 1) in der monoklinen Bemiedrie kann noch in folgenden nicht- 
enantiomorphen Symmetriegruppen optisches Drehnngsvermögeu voriianden sein: 
2) Bhombiscbe Hemimorphle, 3) Tetragonale sphenoidiache Hemiedrie, 4) Tefra- 
gonale aphenoidische Tetartoedrie. B^apiele für optiscli aktive Substanzen sind 
jedoch auB diesen Omppen bisher nicht bekannt 

§ 4. Isomorphie. 

Bereits Sohncke suchte die Eigenschaft der laomorphie durch Vergleich 
der Kristallslmktur isomorpher Substanzen dem Verständnis näher zu führen 
und sprach den Satz aus {Entw. e. Theorie d. Kristallstruktur, S. 206): 

„Isomorph sind zwd Substanzen, welche in kiistallisiertem Zustande kon- 
gruente oder doch nahezu kongruente Strukturformen besitzen. '^ Von Fock 
wurde ein derartiger Satz geradezu als Definition des Isomorphismus benutzt. 
Obgleich es mir schon an sich unzweckmäasig erscheint, die hypothetischen 
Voretellungen, welche in der obigen Formulierung entiialten sind, in «ne Defi- 
nition hinilberznnebmen, so stehen ihrer allgemeinen Gültigkeit besonders die 
neueren Beobachtungen Ober anomale Mischkristalle im Wege'. 

Indessen ist die Grenze zwischen ectit isomorphen und anomalen Misch- 
kristallen einigermassen scharf, denn bei letzteren pflegt das Misehungsintervall 

- E. Sonimerfoldt, Neues 
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sebr viel kleiner zn sein; daher wird man zwar sagen kSnnen, dass durch 
Bildung fesler Lösungen ein von isomoriihen (und besonders iaodimorphen) 
MiB<dinngamben nicht prinzipiell verschiedenes Verhalten hervorgerufen werden 
kann, aber sobald kristallographische Formäbniidikeiten, sowie chemisclie nnd 
phffflkalische Analogien d^ Komponenten hinzukommen nnd die Miscfabarkdt 
eine weitgehende ist, muss in der Tat eine ähnliche Strnktnr der znsammen- 
kristalliNerenden Komponenten vorausgesetzt werden. 

Änch die Regel, dass das Molekularvolamen (d. h. das Volumen von 
einem Gramm-Molekül Substanz) bei isomorphen Stoffen oft niÜieningBweise 
übereinstimmt, ist mit dem genannten Satze Sohnckes in gutem Einklang. 
Je kleiner die Abweichungen im Molekular volumen und in den Winkelnnter- 
scbieden der Kristalle isomorpher Substanzen und, fllr um so vollkommener 
hat man die Isoraorpbie erklätt*. 

Daher ist es von Interesse, ein Parallelepiped zn konstruieren, dessen In- 
halt dem Molekularvolnmen der betreffenden Substanz gläcbkommt, dessen 
Kanten aber zugleich mit den kristallograpbischen Acfasenlängen hinsichtlich 
des liÜigenverhältniBsea nnd der Richtungen übereinsthnmen und diese Parallel- 
epipede bei isomorphen Snbstanzen mil^nander zn vergleichen. Die Bestim- 
mungBstücke ^nes solchen Patallelepipedea heissen atopische Parameter" nnd 
wurden nahezu gleichzeitig von F. Becke und Mnthmann^ in Vorschlag ge- 
bracht Die Vergleiche der topischen Parameter bei isomorphen Substanzen 
wurden hauptsächlich von Tutton* durchgeführt 

Man pflegte bisher vorzugsweise die Kantenlängen des genannten Parallel- 
epipeds zu berüdisichtigen und diese als topische Achsenlängen zu bezeichnen; 
im allgemeinsten, d. h. trikhnen Fall ist indessen das Parallelepiped durch diese 
Längen alidn noch nicht bestimmt, daher pflegte man ausserdem noch die 
Achsenwinkel der isomorphen Substanz miteinander zu vergleichen. Dieses 
Verfahren ist aber unsymmetrisch, naturgemäaaer ist es, alle Bestimm ungastücke 
des Achsenkreuzes unmittelbar auf das von den topischen Achsen gebildete 
Parallelepiped zu beziehen, was dnrch die von E. Somroerfeldt vorgeschla- 
gene Behandlungsweise der Raumgitter leicht möglich wird*. Man braucht 
nämlich nur ausser den Kantenlängen auch die Fläch engröasen des genannten 
Parallelepipeds als BestimmungsstUcbe einznttkhren nnd könnte den topiscben 
Axenlängen die „topischen Aehsenfelder" dadurch dnalistisch gegenüberstellen. 

' E. Wiedemann, Ladenburgs Handwörterbuch der Chemie, Artikel: Iso- 
morph ie. 

' F. Becke, Anzeigen d. Wiener Akademie, 30, 1893, 204. — W. Muth- 
mann, Zeitschr f. Krist, 24, 1894, 497. 

' A. E. Tutton, Zeitschr. f. Kriat., 24, 1Ö96, 1; 27, 1897, 1X3: 266, 29, 
1898, 54. 

* E. Soramerfeldt, Geometr. Kriatallogr., 1906, S. 83. 
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§ 5. Morpbotropte and Folysymmetrle. 

Die in der Isomorphielehre gebränchÜchea struklartheoreliBchen Methoden 
Bind nicht sehr verschieden von den zur Untersncbung der Morphotropie be- 
nutzten. Man spricht von morphotropen Beziehungen zwischen zwei Stoffen 
dann, wenn ihre chemische KoDstitntioii eine derart Sbnlidie ist, dass durch 
Austausch gewisser Atomgruppen die eine ans der anderen ableitbar ist und 
wenn zugleich der beiden gemeinsame Teil der Moleküle Analogien in den 
Eigenschaften beider Stoffe bedingt. Die ältere Literalnr über dieses Gebiet 
ist von A. Arzruni (Physik. Chemie der Kristalle, BrauDBidiweig 1893, auch 
in Graham-Ottos Lehrbuch der Chemie, in zweiter Auflage erschienen) sehr 
aui^hrlich behandelt. Die neueren Untersuchungen sind in P. Groths: Ein- 
leitung in die chemische Eristallographie vortrefflich behandelt worden, so 
dass ein Eingehen auf Einzelhdten hier Ubertlllseig ist, zumal das Gebiet 
der Morphotropie noch in fortlaufender Entwicklung begriffen ist, so dass 
die früher bisweilen mitbenntzten F^e, in denen die Analogien nur von 
zufälliger Art waren, zweifellos bald ausgeschieden sein werden. Von beeon- 
dereu) Interesse fUr die Strukfurlheorie sind die nuter der Bezeichnung „Poly- 
symmetrie" zusammeDgefasateD Erscheinangen (vgl. P. Grolh, 1. c.). Änscfalie- 
ssend an die von Mallard ausgearbeitete Theorie der kristallinischen Lamel- 
lenpakete läast sich nachweisen, dass polysynthelische Zwillings Verwachsungen 
niedrigBymmetrischer Lamellen in ihrem optischen Verhalten höhersymmetrischen 
Kristallen sehr nahe kommen können. Der Grad dieser Annäherung ist von 
den äusseren Bedingungen (Dmck, Temperatur, physikalischen Einwirkungen) 
abhängig und kann bei gewissen Versuchsbedingungen zu einem völligen Über- 
gang in die höhere Symmetriegruppe führen. Die wenigen älteren Beispiele 
für dieses ata Poijsymmetrie bezeichnete Verhalten (es sind das besonders die 
Mineralien Leucit und Boracit) wurden in den letzten Jahren durch zahlreiche 
Beispiele vermehrt (Wyrouboff, Bull. SOC. fr. min. 1901, 24, 93; im Ref. 
Zeitschr. f. Krist. 37, 192, 1903; B. Gossner, ebenda 38, 110, 1904) und 
lassen verschiedenartige Anwendungen der Strukturtheorie zu. 

Die morphotropen Beziehungen zwischen Doppelsalzen und Ihren Kom- 
ponenten verdienen besonderes Interesse, so z. B. diejenigen zwischen Dolomit 
und seinen Komponenten Kaicium-, resp. Magnesiumkarbonat , femer au(^ die 
Beziehungen zwischen Racematen und ihren optisch aktiven isomeren Kompo- 
nenten. Der Ermittelung dieser Beziehungen steht öfters die Unkenntnis des 
Molekulargewichts bei den zu vergleichenden Körpern im Wege. Innerhalb 
der Silikatmineralien, iür welche diese Schwierigkeit in besonders hohem Masse 
zutrifft, hat E. Sommerfeldt kürzlich (Zentralbl. f. Miner. 19o7) die Folge- 
rungen ans der Annahme entwickelt dass die „Feldspath Vertreter" innerhalb der 
Eraptivgesteine sich hinsichtlich ihrer Molekül grosse in analoger Weise aus 
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den Gliedern dieser Mineralreihe zusammensetzen, wie Mischkristalle aus ihren 
Komponenten, d. h. dass ein Gramm -Moleb Ol eines Feldspat )i Vertreters sich additiv 
zusammeBsetzen aus denjenigen Feldspathan teilen, welche als die Komponenten 
jenes Gramin-MoiekUle auigefaflst werden können. Wenn diese Annahme akzep- 
tiert wird, so kann nur noch bei den Endgliedern der Feldspathreihe selbst 
hinsichtlich der Molekulargewichte eine Mehrdeutigkeit herrschen, während die- 
jenigen MincTalien, deren chemische Formeln aus denen der Feldspathe ableit- 
bar sind (die nach Sommerfeldt als „simnltan" mit den Feldspathen bezeichnet 
werden) in eine eindeutige Abhängigkeit von den Feldspathen in bezug anf 
ihr Moleknlarge wicht gebracht werden. Hierdnrch eröfüiet sich dann weiter 
die Möglichkeit einer Berechnung der topischen Parameter (vg\. vor. §) und 
damit ist die Anwendbarkeit der Strukturtheorie anch auf solche Probleme, 
die der Petrographie nahestehen, eräfihet. 

g 6. Zwillingsbildang. 

Über die Zwillingabildung hat Tschermak struktnrtheoretisehe Vorstd- 
lungen entwickelt, welche an die Bravaissche Theorie anknüpfen (vgl. Tscher- 
mak, Min. und petr. Mitt. 2, 499, 1880) und die Hanptgesetze der Zwillings- 
bildung dadurch recht anschaulich gemacht. Es lauten die wichtigsten Begeln 
der Zwillingsbildung: 1 ) Die bdden Individuen liegen in bezng auf eine Umklappung 
symmetrisch, welche senkrecht zu einer möglichen Kristallfläche erfolgt. 2) Die 
Individuen liegen in bezug auf eine solche Umklappung symmetrisch, die längs 
einer möglichen Kante des Polyeders erfolgt. 3) Die beiden Individuen liegen 
in bezug auf eine Umklappung symmetrisch, deren Achse in einer mSgÜchen 
Fläche senkrecht auf einer möglichen Kante des Polyeders liegt. 4) Die bei- 
den Individuen hegen gegeneinander so, wie korrekte meroedrische Formen. 

Zur Erklärung geht Tschermak von den Kräften ans, welche beim 
Übergang der einzelnen Molekel aus der flüssigen in die feste Phase die Paral- 
lelatellnng mit den übrigen Molekülen der festen Phase zu bewirken streben 
nnd denkt sich diese Kräfte vereinigt in drei Resultierende, die im Schwer- 
punkt der einzelnen Moleküle angreifen, derart, daas a die grösate, b die zweit- 
grÖsBte, c die schwächste und zwar nicht in der „Masimalebene'' ab ge- 
legene Resultierende sei. a, h, c werden als mögliche Kristallkanten an- 
genommen. Solange diese Kräfte ihr Bestreben der Orientierung bei den 
Molekeln stets erreichen, bleibt Zwilllngsbildung aus; sind diese Kräfte nur 
teilweise zur Verwirklichung ihrer Tendenz fähig, so nimmt Tschermak an, 
dass wenigstens gewisse Paare der Achtungen a, b, c (die noch in ihre Halb- 
strahlen zerlegt werden können) Übereinstimmen. Unter den oben genannten 
vier Zwillingsarten erklärt sich Fall 1) alsdann dnrch solches Wachsen der 
Moleküle, bei denen die a-Kditungen an beiden Sdien der Zwillingsgrenze 
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UbereiostimnieD, die b-Bichtnngen ebenfalls, währeDd die c-Ricbtnugeii von- 
einander abweichen. Es muss alsdann die eine Art der c-Richtangen ans der 
anderen dadurch hervorgehen, dasa man den von den a- und b-Strahlen gebil- 
deten Doppelschenkel durch Drehung vom Betrage 180° innerhalb der Ebene ab 
in eine mit der ÄDfangsstetliiDg identische Endlage Überführt; die hierbei c zu- 
kommende Endlage ist die gesachte zweite Stellung. Die Maximalebene ab 
ist daher senkrecht zur Zwillingsachse, und es wird das hierin steckende Hypo- 
thetische dadurch weniger fühlbar gemacitt, dass längs a, b, c die Moleküle zu 
einem Bravaisschen Raumgitter zuaam mengeordnet werden, so daes man diese 
Achtungen zugleich als Koordinatenachsen des Gitters betrachten ond längs 
ihnen den Fortschritt des Wachstums als erfolgend annehmen kann. 

Znr Erklärung der Zwillingsgesetze 2) und 3) müssen die Halbatrahlen, 
in welche das einzelne Molekfll adne a-, b-, c-Iüchtungen zerlegt, mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen versehen werden. Es ist von dem Fall auszugehen, dass 
zu beiden Seiten der Zwillingsgrenze die Maximalebenen ab übereinstimmen, 
sowie auch die a-Richtungen innerhalb dieser Ebenen, dass hingegen die b- 
Richtungen der in Zwillingsstellung befiudtiohen Molekeln bei Umklappung am 
die a-Achse »ch mit den b-Richtnngen der in der AnfangsBfellung betindUclien 
Molekeln vertausclien. Wenn nun die mit gleichen Vorzeichen versehenen 
Halbstralilen a der in ursprünglicher und Zwillingsstellung befindlichen Mole- 
keln übereinstimmend gerichtet sind, so unterscheiden sich die zweierlei Mole- 
küle und damit auch die beiden Individuen nur durch dne Umklappung um 
die a-Acbse hinsichtlich ihrer gegenseitigen Stellung, es ergibt sieh also das 
Zwiitingsgesetz 2); wenn aber die mit entgegengesetzten Vorzeichen versehenen 
a-Richtnngen der baderlei Moleküle übereinstimmend gerichtet sind, so muss 
die Achse der Umklappung, durch welche die Stellungs Verschiedenheit der Mo- 
leküle euch aurheben lässt, innerhalb der ab-Ebene sicli befinden und senk- 
recht auf der gememsamen a-Richtung der beiderlei Moleküle liegen. Mit dieser 
Forderung aber ist die Lage der im Zwillingsgesetz 3) vorkommenden Um- 
klappungsachse identisch. Die drei ersten Zwillingsgesetze erklären sich also 
durch die Annahmen, daas ausser der parallelen Orientiemng der Molekeb 
noch die folgenden als besonders stabile Orientierungen mitwirken können: 
1) die so erfolgenden, dass die Vollstralilen a und b der zweierlei Moleküle 
gleich gerichtet, die Halbstrahlen aber nach entgegengesetzten Seiten gewandt 
sind; '2) dass die ab-Gbenen sowie die Halbstrahlen a übereinstimmen, wälirend 
die b-Strahlen zwar um den glöchen Winkel aber im entgegengesetzten Dreh- 
nngBwnn von den a-SIrahlen abweichen; 3) dass die ab-Ebenen und die 
Vollstrahlen a Obereinstiraraen, während die Halbstrahlen entgegengesetzt er- 
sdieinen und die b-Richtungen sich ebenso wie unter 2) verhalten. 

Zur Erklärung des vierten Zwillingsgesetzes, welches natürlich nur bei 
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meroedriBchen Kristallen vorkommen kann, legt Tscbermak den Molekülen 
Beibat enfsprecbeDde meroedrieche Symmetrie b^, indem er annimrat, daea in 
Bolchen Fällen die Moleküle, aneh wenn sie ttberdnstimmende Lage relativ 
zu den Netzebenen besitzen, doch nicht hinsichtlich der analogen Wachstums- 
richtnngen analog gelagert sind. Nehmen wir, am die AuadmckBwdse weniger 
abstrakt zn machen, an, daSB die Moleküle Tetraedergestalt besitzen, nnd daBS 
es vorzagsweise ihr Bestreben sei, an den Tetraederspitzen, nicht aber an den 
ihnen gegenüberliegenden FlSchenmitlen, weiterzowachsen , so würde allerdings 
ein solches Tetraeder nnd ein mit ihm in Gegenstellnng befindliches (also das 
Oktaeder mit ihm zusammen bildendes) vollkommen übereinstimmend bezüglich 
der Netzebene nnd entgegengesetzt bezüglich der WachBturosrichtnngen liegen 
und folglich die Techermaksche Vorstellung gut verauBchanlichen. Aber 
in denjenigen Gruppen, welche nur Drehnngsaymmetrie besitzen, also eine 
gewendete Form der Bausteine nach Bravais besitzen, existieren derartige 
Gegenstellungen bei Zngnindelegnng aner einzigen Molekülart nicht, sondern 
nur bei der Annahme, dass zwei enantiomorphe Bausteinarten sich gemeinsam 
an dem Struktnraufbau beteiligen. Verfolgt man die Tschermaksche Annahme 
in ihre Sussersten Konsequenzen, so ist üe also mit der Gittertheorie nicht 
vereinbar, sondern verlangt, dass entweder die Bravaissche Molekeltheorie 
akzeptiert werde, oder aber, dass den Bausteinen eine andere Symmetrie als 
den von ihnen gebildeten Kristallen beigelegt werde. Da ans den schon früher 
angeführten Gründen z. B. beim Quarz die Annahme enantiomorpher Bausldne 
unwahrscheinlich ist, und doch ErgSnznngszwillinge sehr hänfig cänd, so legt 
Tschermaks Zwillingstheorie die Auffassung nahe, dass die Bausteine des 
Qnarzes zwar eine nichtenantiomorphe aber teilflächige Symmetrie besitzen. 

Auffallend ist die bei Sohncke in einem Fall hervortret«nde Vorstellung, 
daas die Struktur eines Zwillingsk ristalles nicht notwendigerweise dem gleichen 
Punktsysteme zugehöre, welches der einfache Kristall besitzt, es spricht Sohncke 
(Zeilschr. f. Krist. 14, 423, 1888) dahin sich aus, dass die Scheeiitzwillinge die 
Struktur des abwechselnden Quadratsäulen Systems besitzen könnten, während doch 
den nicht verzwillingten Scheeliten dieses Punklsyetem nicht zugewiesen werden 
darf. Denn die Drehungssymmetrie der Scheehte entspricht dem offenen und 
nicht dem geachloBsenen Quadrat, so dass man für nicht verzwiUingte Scheelite 
nur zwischen folgenden Sohnckeschen Punktsystemen die Wahl hat: 

Bechtem, resp. linkem Vierpnnktschraubensystem, 
Vierzäbligem Gegen schraubensystem, 
Z weigän gigem Vierpu nktschraubensy stem, 
Qnadratsä nlensystem , 
Quadratoktaed»«yHtem. 
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G^;en diese Sohnckesdie Auffasaung, dasa EriBtallzwiUÜDge einem höher- 
«ymmetrischen StmktnrtypiiB aogehOren köDDes als die zugehörigen elnfachea 
Individnen, läest eich aber folgeDdes priazipielle Bedenken äassem: Hätte all- 
gemdn die ZwilliDgabildung das Bestreben, die Struktur der Kristalle bSber- 
symmetrisch zm machen, eo läset sich garoicht einseben, warum bei der Spinell- 
gruppe nnd anderen regulären Substanzen Zwillingsbildung nach der Oktaeder- 
fläche erfolgt Dean die Polyedersymmetrie vird durch diese Zwillingabildnng 
zwar tatsächlicb erhöbt, nämlich als einheitliches Polyeder gedacht, gehört ein 
Spin eil Zwilling der bei Kristallindividnen nicht vorkommenden Ikosaedergrappe 
an, ala deren Teilfläcbner das Oktaeder aufgefasst werden kann, hingegen 
find^ eine Eriiöhung der Stmktursymmetrie natürlich durch diese Art der 
Zwillingabildnng nicht statt, da die zur regulären Oktaedersymraetrie gehörigen 
Strukturen die höcbBtsymmetriscben sind, welche überhaupt eiistieren. Aus 
diesem Grunde vermute ich, dass es lediglich die Tendenz der Zwilliugsbildnng 
ist, die Symmetrie der änsseren Form der Kristallpolyeder zu erhöhen, ganz 
unabhängig davon, ob die dadurch hinzukommenden Symmetrieoperationen sich 
der Struktur anordnen laasen oder nicht 

% 7. Die BegrenzQngsflacben der Erlstallpolyeder. 

a) Das Gmudgesetz der geometriaohen Kristallographie. Die wich- 
tigste Leistung der Strukhirtheorie besteht darin, das Grundgesetz der geome- 
trischen Kristallographie zn erklären und man kann sagen, dass sie nur eme 
besondere Ausdnidcsweise dieses Satzes bildet. Denn geht man von dem Ge- 
setz der rationalen Indizes als Erfabrungssatz aus, so fllhrt die geometrische 
Deutung desselben sofort auf den Begriff des Raum^tters (vgl. E. Sommer- 
feldt, Geom. Kristallographie, S. 44). Die allgemeinsten Punktsysteme aber 
und nichts anderes als Raumgitter, deren Ecken mit regelmässigen n-Punktem, 
Ksp. mit 2 n-Punktem umstellt sind, so dass sie zur Erklärung der Rationa- 
litätsgesetze ebenso gut wie einfache Raumgitter verwertet werden dürfen. 

In den letzten Jahren hat man wiederholt sich der Frage zugewandt, 
welche von den verschiedenen erzeugenden Operationen, mittels deren 
sich das Grundgesetz der geometrischen Kristallographie beschreiben lässt, die 
natni^mässeste sei. V. Goldschmidt z. B. benutzt eine als Komplikation be- 
zeichnete Operation, die im wesentlichen schon Kessel gekannt bat, und 
Jungbann verwertet dne als kristallono mische Abstumpfung bezdcbnete 
Operation. Es ist auch diese Frage mit dem Raum^^lterbegriff und dadurch 
indbrekt mit der Struktur in Verbindung gebracht worden. (Vgl. Baumhauer, 
Zeitschi. f. Krist 38, 628, 1905 und Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1904, S. 543, 
ZentralbL f. Miner. 190a, S. 665, sowie auch E. Sommerfeldt, Zentralbl. f. 
Miner. 1905, S. 427.) 
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b) Beatimmnng der wahren Aohsenelemeate. Von verschiedenen 
Gesichtspunkten ans hat man versncht, ans der äusseren geometriscben Form 
der Kristallpolyeder Scblttsse auf die Stmklur zu zieheD. Hierzu ist jedoch berdls 
bemerkt worden (vgl. das ttber den Scheelit im vorigen § Gesagte), dass noch 
nicht einmal sicher bewiesen ist, dass Uberlianpt jeder Eristallart nur eine 
einzige Stmkturart zukomme. Hanptsäcblich aus den Beziehungen, welche das 
Grundgesetz der geometrischen Kristallographie fUr die gegenseitige Lage der 
Flächen eines Kristallindividuums fordert, sind Schlüsse auf die Struktur der 
Substanzen abgeleitet worden. Die Schwierigkeit mit welcher alle derartigen 
Überlegungen zn kämpfen haben, besteht in folgendem: Die Wahl der Achsen- 
elemente kann besonders bei niedrigsymmetrischen Kristallen auf sehr verschie- 
deue Weise erfolgen und dadurch vrird es bedingt, dass schon das Baumgitter, 
welches der Struktur zugrunde gelegt wird, meistens keineswegs eindeutig 
bestimmbar ist (vgl. E. Sommerfeldt, Zentralbl. f. Miner. 190.J, S. 633). 
Aber selbst wenn das Raumgitter ermittelbar ist, wenn es also gelingt, fest- 
zustellen, wie die parallel orientierten Bausteine im Räume verteilt sind, so 
bieten die Flächenlagen nur wenig Anhalt bei der Entscheidung der Frage, ob 
ein aus mehreren (nicht parallel] ineinander gestellten Raumgittern sich auf- 
bauendes Pnnkisjstem vorliegt oder ein einfaches Raumgitter. 

Um die Willkür bei der Wahl der Achsenelemente zn vermeiden, hat 
man vielfach den Vorschlag gemacht, die Achsenelemente so zn legen, dass 
die Indizes amtlicher wirklich vorkommenden flächen möglichst einfach werden, 
dass also hohe Zahlwerte entweder Überhaupt ftlr dieselben vermieden werden 
oder doch höchstens bei den am seltensten und am meisten untei^ieordnet be- 
obachteten flUlen auftreten. Besonders von Fedorow sind sehr eingebende 
mathematische Methoden zur Wahl der naturgemässesten Achsenelemente aus- 
gearbeitet worden; indessen können die Anwendungen derselben solange zu 
keinem sicheren Resultat fuhren, als man kein bestimmtes quantitatives Unter- 
scheidungsmerkmal zwischen vorherrschenden (wichtigen) und untergeordneten 
(seltenen) Kristallflächen besitzt. Ein solches Unterscheidungsmerkmal müsbte 
nicht nur die relative Häufigkeit des Auftretens an sich, sondern auch die 
relative Grösse im einzelnen bei den Flächen berücksichtigen. Denn eine selten 
aber relativ gross auftretende Fläche kann wichtiger als eine häufig aber stets 
sehr klein vorhandene Fläche sein. Bisher pflegt man Überhaupt nur das Vor- 
kommen der Flächen, nicht aber deren relative Grösse hierbei quantitativ zn 
berttcksiditigen. Ausserdem aber ist es sehr fraglich, ob die Lage der „natur- 
gemässesten" Achsenelemente unabhängig von der Art des Lösungsmittelfi, leep. 
des Schmelzänsses ist, der zur Bildung der Kristalle ftihrt 
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% S. Beziehangen der Strnktnrtheorle zur Geometrie 
"^ der trigonalen Kristallpotjeder. 

Es ist bisweilen die Meinung geäussert worden, dass die £Hgenschafteii 
derjenigen J^Btallpolyeder, welche trigonale SymmetrieachBen besitzen, nur 
durch die StrdfitQrtbeorie, nicht durch die vom alleinigen Grundgesetz der geo- 
metrischen Kristallographie ausgehende Beschreibungs weise richtig dargestellt 
werden; dieser Gegensatz beider Method^i ist aber, wie wir jetzt erkennen 
wollen, nur ein scheinbarer. 

Zur Behandlung der einschlägigen Fragen tiagen wir auf den drei Kanten 
einer regelmässig dreiflächigen Ecke Strecken ab, welche wir als Achsenein- 
lieiten auffassen, so dass sie Verbindungsebenen ihrer Endpunkte zur Einheils- 
fläche wird und unterBcheiden folgende drei Fälle: 

1) Die Achsenduheiten und einander gleich; alsdann geht, sofern nm die 
H&he der dreiflächigen Ecke im Betrage 120" gedreht wird, die Einheiisfläclie 
in sich selbst über. Die genannte Drehung möge „charakteristische Drehung" 
heissen. 

2a) Die Achseneinheiten sind einander ungleich, genOgen aber der For- 
derung, dass nach der charakteristischen Drehung die Einheitsfläcbe rationale 
Indizes in bezug auf das ursprüngliche Achsenkreuz erhält 

2b) Die Achsen einheilen sind ungleich, ohne dass die Einheitsfläche bei 
der charakteristischen Drehung rational bleibt (d. h. nicht in eine Lage kommt, 
welche rationale Indizes in bezug auf das Achsenkreuz besitzt). 

Das Baumgitter, welchem das aus den Achseneinheiten gebildete Elemen- 
tarparidlelepiped zugrunde liegt, ist im Fall 1) rhomboedriscb, im Fall 2) im 
allgemeinen asymmetrisch, einerld oh Fall 2 a) oder 2 b) vorliegt 

Die Kristallformreihe ist im Fall 1) bexagonal, im Fall 2b) höchstens 
monoklin, denn durch die Lage der Einheitsfläche wird die trigonale Symmetrie, 
welche dem ursprünglichen Dreikant innewohnt, zerstört; im Fall 2 a) hingegen 
wird der hexagonalen Symmetrie der Formenreihe insofern genügt, als nicht 
nur die Einheitsfläche mit einer Rationalüäche bei der charakteristischen Drehung 
zur Deckung kommt, sondern auch eine beliebige Rationalfläche bei der Drehung 
rational bleibt 

Die dem Fall 2a) zukommenden geometrischen Eigenscliaften erläutern 
wir niUier an einem von B. Hecht angegebenen Beispiel: 

Trägt man die Länge einer Achse aaf den beiden anderen Achsen vom 
Nullpunkt aus ab, so endigen im Fall 2 b) die abgetragenen Strecken in nicht- 
rationalen Punkten dieser Achsen, im Fall 2 a) können aber zwei Untert^le ge- 
dacht werden; entweder fallen die genannten Endpunkte mit Rationalpnnkten 
auf den beiden Achsen zusammen (Fall 2a'), oder dieses tritt nidit ein (Fall 2a"). 

Sommerfeldt. Fbys, Krlsli.Uogn>pbie. 8 
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Der Fall 2a') ist nur unwesentlich Terschieden von dem Fall 1), denn man 
hätte im Fall 2a') ebenEwgat wie im Fall 1) die Achseneinheiten ab gleich 
annehmen können, beide FSlie erstrecken eich auf genau die gleichen Arten 
Ton Kristallformen und unterscheiden sich nur durch eine erlaubte Abweichung 
in der Koordinaten wähl. Interessant ist aber der Fall 2a"), in welchem die 
Einheitsfläche bei der charakterisfisdien Drehung in eine rationale Lage kommen 
kann and sie doch nicht auf den Achsen solche Längen, welche in rationalem 
Verhältnis zueinander stehen, abschneidet Es lässt sich zeigen, dass alsdann 
wenigstens die dritten Potenzen der Achsenlängen wie rationale Zahlen sich 
veriialten müssen, was für den allgemeinen Fall zuerst A. Gadolin bewiesen 
hat (vgl. femer z. B. auch E. SommerfelJt, Geometr. Krist, S. 110). Hier 
möge nur ein schon von Hecht (Neues Jahrb. f. Min. lSä& II, S. 252) an- 
gegebenes Beispiel für diesen Satz behandelt werden: 

Auf drei durch einen gemeinsamen Punkt gelegten Kanten säen die 

3 3 

I^gen OA = 1, OB ^ V270C ^ y4~abgetragen und zu einem Hezdd 
yervollständigt, die Oegenecke von in diesem Hesald heisse D; femer sei 
^AOB:=^BOC^^COA. Durch AneinanderfQgen unbegrenzt vieler solcher 
Hesaide sei ein Raumgitter erzeugt. Die durch dieses ßaumgitter dargestellte 
Kristallformenreihe besitzt eine dreizählige Symmetrieachse, obgleich das E^e- 
mentarhexaid keineswegs eiu Bhomboeder ist, sondern sich von ihm durch 
Parallelverschiebungen der Hexaidflächen unterscheidet Daher kann das Ele- 
mentarhesiüd selbst zwar nicht durch dreizähllge Drehungen in sich Übergeführt 
werden, wohl aber die Eristallformenreihe als Ganzes genommen. Denn letztere 
Bedingung erfordert nur, das Jede Eationiüfläche eines Gitters nach der Drehung 
einer anderen Ealionalfläche parallel wird, und zwar wollen wir ftlr die Fläche 

3 3 

mit den Achsen abschnitten 1, Vs, V4 beweisen, dass ein solcher Parallelis- 
mus besteht Nach Drehung nm 120'^ besitzt diese Fläche die Achsenah- 

3 8 3_ 

schnitte V4, 1, yY^ nach Drehung um 240* die Achsenabschnitte V2, 
V4, 1. Demnach läuft die um 120* gedrehte Fläche der im Baumgitter 

S 3 

faktisch vorhandenen Fläche mit den Achsen abschnitten 2, ^2, V4~ parallel, 

3 a 
die um 240'' gedrehte aber derjenigen mit den Achsenahschnitten 2, 2V2, V4. 

Durch dieses Beispiel ist also die geometrische Möglichkeit 'VOn Kristalt- 
polyedern mit irrationalen dreizähligen Symmetrieachsen nachgewiesen und zwar 
sind dieselben nicht nur fUr den Fall einer einigen dreizähligen Achse, sondern 
ebensognt für den Fall von vier wie Höhenhnien eines Tetraeders liegenden 
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dreiz9hligeD Achsen denkbar, so dasa man in der regulären Tetartoedrie Bolche 
KnatallformenreiheD sich denken könnte, für welche die speziellen Formen 
(Würfel, Tetraeder nsw.) sämtlich irrationale Indizes erhalten nnd nnr tetra- 
edrische Pentagondodekaeder eich in der Formenreihe befinden. 

Die obige und auf die Existenz von vier trigonalen Achsen leicht erwei- 
terbare Betrachtung sagt nur etwas darUber ans, ob solche Kristallfonnenreihen, 
wenn sie existieren, wirklich noch dem hexagonalen (resp. regulären} Sjstem 
zuzurechnen smd, nicht aber darüber, ob wirklich Kristalle, welche ihnen ent- 
sprechen, in der Natur vorkommen. 

Ans phyükaliscben Grtinden ist es nun aber Überhaupt unvahrscheinlicli, 
dasB die Natur derartige Kristalle schafft, so dasa anch der Strdt darUber, in 
welchem KristaUsystem sie unterzubringen wären, vom natnrwissensdiaßlidien 
Standpunkt ans im Grunde müssig ist. Denn erstens sind trigonale Kristalle, 
welche sich durch gänzliches Fehlen spezieller Formen (also durch Fehlen von 
Basis, trigonalen Prismen und horizontalen Begrenzungskanten) anszeichuen 
und nnr durch Kombinationen von trigonalen Pyramiden 3. Art begrenzt 
werden, wohl noch nicht beobachtet und ebenso wenig reguläre Kristalle, bei 
welchen die speziellen Formen (Würfel, Bhombendodekaeder usw.) abwesend 
wären, sondern fast stets zeigt die Natur für die Ausbildung der speziellen 
Formen eine besondere Vorliebe. Zweitens ist es durchaus unwahrscheinlich, dass 
längs Riehtungen, welche gleiche phyäkalische Eigenschaften (gleiche Kohäslons- 
eigenschaften, gleiche LCsbchkeit usw.) besitzen, nicht auch die Achseneinhdten 
als gleich angenommen werden dürfen. Denn die KristallwachstnmBkräfte, 
welche doch streng genommen anch den physikalisdien Eigenschaften zuzu- 
rechnen sind, müssten alsdann für drei solche Richtungen voneinander ver- 
schieden ma. 

Allerdings muss zugegeben werden, dass die Polyeder mit irrationaler 
trigonaler Symmetrieachse, wenn «e dennoch nachgewiesen werden sollten, von 
der Strukturtheorie und der bisher üblichen Darstellungswöse der rein geo- 
metrischen Kristallographie in verschiedene Systeme verwiesen werden mUaaten; 
indessen kann auch dieser letzte Rest von Nichtübereinstimmung beseitigt wer- 
den, was E. Sommerfeldt in seinem Buch: Geometrische Kristallographie 
(Leipzig 1906) gezeigt hat 

Der dortige Gedankengang möge hier so dargestellt werden, dass er mit 
der Strukturtheorie direkt verbunden erscheint: Um eine Kristallfbrmenreihe 
aus vier Äusgangsflächen zu entwickeln, kann man eine Konstruktion, durch 
welche ein Raumgitter schrittweise erzengt wird, ansfUhren and gelangt so zu 
einer r«n geometrischen Auffassung über die Kristallsysteme, welche von der 
oben behandelten Nichtübereinstimmung im Falle der trigonalen Adisen frei 
ist, während die sonst übliche Ableitungsweise der KristalUbrmenreibea aus vier 
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ein Tetraeder bildenden Flächen nicht direkt auf den RaumgitterbegrifT hinans- 
fuhrt, aondem die Flächen zonenweiee entwickelt. Betrachten wir ein Aub- 
gangstetraeder als gegeben, so besteht der erste Schritt der Fläcbenableitnng 
darin, dasjenige Parallelepiped, dessen Flächenpaare die KichtiuigeD je zweier 
Gegenkanten des Tetraeders in sich enthalten, zu konstraieren. 

Dieses „umbeacbriebene Hexaid" gibt die Lage von möglichen Kristall- 
flächen wieder und nnsere Formulierung des Zonengesetzes besteht darin, dass 
man die Konstruktion der umbescbriebenen Hexaidflächen selbst als charakte- 
rJBtische Operation (als „zonalen Dedoktionsschritt") bezeichnet, bei der anderen 
Formulierung aber ist es statthaft. Überdies noch eine willkürliche Parallelver- 
Bchiebung der Hexaidflächen vorzunehmen. Auf ein reguläres Tetraeder be- 
zogen, besagt die erste Formulierung, dass das umbeschriebene Hexaid ein 
Wflrfel sdn mOsse, bei der zweiten Formulierung kann das Mngen Verhältnis 
der drei Hexaidkanten in beliebiger Weise von der Gleichheit abweichen. Nun 
ist ja allerdings bei einem makroskopischen Knstall es durchaus unwesentlicli, 
welches I^ngenveibältnis derartige Kanten (z. B. die Kantenlängen eines Spal- 
tungsstUckes von Anhydrit) besitzen^ aber obgleich es natoriich ganz falsch 
wäre, an einem wirklichen (etwa Anhydrit-) Kristall das genannte znfällige Längen- 
verhältnia in Verbindung zu setzen mit dem Achsen Verhältnis a:b:c, so ist es 
doch statthaft, sich die Kanten dieses Hexaids als Ansgangskanten zur Erzeu- 
gung eines Raumgitters vorzustellen, indem man sie mit den Kanten eines 
Elementarhex^ds identisch macht und alsdann irgend vier der sieben Jetzt vor- 
handenen Flächen zur Aosführnng eines zweiten Deduktionsscbrittea zu ^nero 
Tetraeder znsammengefasst denkt. So kann schliesslich das gesamte Raum- 
gitter erzeugt werden. Bei der ersten Formulierung des Zonengesetzcs gelangt 
man also in der Tat zu einem Baumgitter, bei der zwäten hingegen stände 
es noch frei, Flächenscharen, die nur ihrer Riditnng, keineswegs aber ihrer 
Lage nach, zu einem Raumgitter sich znsammenordnen lassen, zu erzengen. 

Es lässt sich der Unterschied der beiden Formulierungen auch so aus- 
drücken: Bei den zonalen Operationen der ersten Formulierung bleibt die 
Gleichwertigkeit der im Ausgangstetraeder gleichwertigen Richtungen gewahrt, 
z. B. wird aus einem regulären Tetraeder auch ein regulärer Wttrfel, aus einem 
rhombischen Doppelsphenoid aber ein Oblongum (Kombination dreier Pinakoide) 
abgeleitet, und zwar ist das Verhältnis der Kantenlängen dieses Oblongums 
lediglich abhängig von den Flächen winkeln des Tetraeders, aber unabhängig 
von Parallel Verschiebungen der Tetraederfläclien. Bei der zweiten Formulie- 
Yoag wird auf die bei den Wachst ums vergangen so leicht eintretende Verzer- 
rungsmöglicbkeit Rflckücht genommen und dadurch der besonders einfache Fall 
aufgehoben, dass durch alldnige Oitterkonstruktionen die gesamten Flächen aus 
vier Äusgangsflächen abidtbar sind. 
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Die erste FormnlieniDg schliesst den Satz in ercli, dass in gleichwertigen 
KffatuDgen des Ausgan gatetraedera die Achsen ei nheiten als gleich lang gewühlt 
werden können, da ja z. B. bä Zugrundelegung des regulären Tetraeders sich 
die Adisenlängen nnd -richtungen des Würfels ergaben; die zweite Formulie- 
rung hingegen ist bisweilen mit der Auffassang, dass in solchen Richtungen, 
welche gleichwertig erscheinen, die Achsenlängen als nngleieh angenommen 
werden müssen, verträglich nnd zwar tritt dieser Fall nur bei dreizähligea 
Symmetrieaclisen ein, nicht aber bei geradzahligen, was sich sehr leicbt be- 
wdsen läset. 

Es ist also mSglich, auch ohne Zuhilfenahme der Strukturtheorie die 
Schwierigkeiten, welche der Begriff einer nichtrationalen dreizähUgen Achse mit 
«eh zn bringen schien, vollständig zn vermeiden. 
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Durch die neueren Untereachnngen über die Eristallatrnktiir . ist die Be- 
deatung der ForschangeD Sohnckes nicht vermindert, sondern eher gestiegen; 
auch hat man physikaUsche Schwierigkeiten und Unwabrecheinlichkciten in der 
Annahme zwraer sieh vollkommen genan invers verhaltender MolektÜarten er- 
blickt; ähnlich wie man fand, dass gleiche Quants positiver und negativer 
Elektrizität eich nicht genau in allen Eigenschaften kompensieren, wird viel- 
leicht audi einst der Nachweis gelingen, dass ein bd Razemieproblemen in 
Frage kommendes inverses Verhalten von sonst gleichartigen MolekUlarten nur 
annähernd stattfindet; jedenfalls ist der Standpunkt, statt der inversen Arten 
von Massenteilchen wesentlich verschiedene Gattungen derselben in einer Eristall- 
strukinr anzunehmen, der allgemeinere und auch der modernen Elektronen- 
theorie gegenüber der wahrschdnlichere. Wenn man sich nun vergegenwärtigt, 
dass die Voraussetzungen von Schönfliess zu nicht weniger als 230 ver- 
sdiiedenen PlÜlen fllhrten, so wird man fragen, ob dne genaue Durcharbeitung 
der einzelnen geometrischen Eigenschaften aller dieser 230 f^e erheblichen 
naturwiasenschafUichen Nutzen verspricht Hierauf scheint mir passenderweise 
erwidert werden zn müssen, dass äne nähere Ausarbeitung der Geometrie der 
65 Punktsysteme Sohnckes fUr lange Zeiten vollständig ausreichen dürfte. 
Denn da die Folgerungen, welche bei der Strukturtheorie fast Bt«ts nur quali- 
tativer Art fflnd und bei der Prüfung quantitativer Gesetzmässigkdten ver- 
sagen, so ist wenig Ausmcht vorhanden, dass die kleinen Untersdiiede, welche 
die 2 n-Punkter aufweisen, je nachdem die Syrometrieebeuen oder -Zentren auf 
die eine oder andere Art in die n-Pnnkter der Sobncfceschen Theorie einge- 
lügt werden, neb naturwissenschaftlich werden eriiennen lassen, es genügt daher 
eine Kenntnis der Hauptlypen unter diesen Fällen. 

Eine Elasüfikation ist un zweckmässig, wenn sie zu viele, aber ancJi, wenn 
sie ZU wenige HCglichkeiten zur Erklärung der jeweilig vortiandenen Erfahmngs- 
tataacdien er5ffiieL Um zu erkennen, dass bei Erweiterung der Beobaditnngen 
die zugehörigen Elas^kationen ebenfalls eine Ergänzung erfahren, ist es von 
Interesse zu verfolgen, wie der merkwürdige philosophisdie Satz Plaloa, dass 
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die fünf regelmässigen Körper als Ürtypen der Ideeo einer jeden Regelmäfisig- 
keit in der Natur zugrunde liegen, sich allmählich modifizierte. 

Den geringen naturwiasenachaftlichen Erfahrungen des Altertums mag der 
einfache Aussprnch Piatos genügt haben. Erst in der Nenzeit macht« sich das 
Bedürfnis nach einer geometrischen und nicht nur philosophischen Durcharbei- 
tung des Symmetriebegrifla dringend geltend. Man gelangte unabhängig von 
dem Salz Ratos zu einer an Details viel radieren aber „nnphilosophischen" 
Eintdinng der Geometer und Kristallographen. Während des intenuven Auf- 
schwungs der Naturwissenschaften im vorigen Jahrhundert folgten dem im An- 
fang dieser Periode herrschenden Schema Hanys fUr die Symmetrie der anor- 
ganischen Naiur bald weitere Spe^alisierongeu der Hanyschen Grundgedanken 
und wir erkannten, dass alle diese f^le im Grunde nichts weiter als Unterfölle 
der Hauyscfaen Elaswfikation darstellen. Man kann nur bewundem, dasä trotz 
aller dieser VergrSBserangen des Gebiets und Verschiebungen des Sfandpnnktea, 
welche von Bravais, Sohncke usw. vorgenommen worden, der ursprüngliche 
Gedanke Platos auch hente als lotender Gesichtspunkt für die Einteilung der 
Regelmässigkdten in der Natnr betrachtet werden kann, man wird aber dennodi 
nicht einen derartigen intuitiven einzelnen Gedanken eines Philosophen höher- 
stellen, als diejenigen natnrwissenscliaftlicben Untersuchungen, welche erst die 
eigentliche Tragweite dieses Gedankens richtig beurteilen lehrten. 
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1. Symiuetrieeleuieiit« der Sohncheschon Fanktsysteme. 

Zum richtigen VerständnU der Dach Barlow vollzogenen Einfügnng in- 
verser Symmetrieelemente ist eine genaue Kenntnis der Ürehnngssymmetrie der 
Sohnckeacben Funktsyateme wUnscfaeDswert, dieselbe wird durch die Symbole, 
welche Sohncke selbst seinen Systemen gegeben hat, vermittelt; es sind diese 
Symbole in folgender Tabelle zuBammengeatellt: 

Achsenloses Baumgitter . 



Zweizähliges Säulenaystem 


A , e', e", X. 
^.0 


Z w^pnnktschranbensyatem 


\. A'«>"'^- 




2' 2 


System der klinoriiombiachen Säule 


A ,e, e", J,Q,^ . 


System der rechteckigen Säule 


Zusammengesetztes rechteckiges Zwa- 
punktschraubensyatem 




System der ßhombensäule 


A, , e-, <j", J, Q.. . 


Rhombenoktaedersystem 


2 'i 


■ punklschraubensystem 


V 2 2 


System des Oblongoktaeders 






Di,iiizMb,Google 



RhombiBches Gegenaehrauben System /Ä„ , ö', ö', X, Q. 

£?!, £^, 

V 2 2 

AbwechBelndeB rechteckigee Zwei punkt- 
schraub ensystem 1. Art 

Abwechselndes rechteckiges Zwmpunkt- 
schraubeneystem 2. Art 

Hechtes Dreipunktschraubensystem \ 
Linkes Dreipunktschraubensystem / 
Breiseitiges Säulenaystem 

Rho mboedersy stem 

Redites zneammengesetztes Dreipnnkt' | 



0-)" 



Linkes zusammengesetztes Dreipunkt- 

schranbensystem 



'^2, A'"' 


■'"•^•'kn 


o' 




T' 2 


T 




'»2. >.''• 


""•'•%.. 






T' 2 


2' 


2 




'^^t 


■r^^? 


«2._ 
3 


4)- 


'>'' 


M\'.o' 


«2. 


»)■ 


V-. 


0- (\, V 
\ T' 3 


"2» 


-!)■ 


^2,+ A" 


l, e, Qj, ■ 






7±3 


T'° 






3 


^%o- 






\. „' ^. 


"' '^« 0- 






t" 


T'° 






h_.,. ■ 


''•'%o' 







System 
Zusammengesetztes Rhomboedersystem 

Rechtes abwechselndes Dreipunkt- 
schraubensystem 

Linkes abwedi sein des Dreipunkt- 
schraubensystem J 

Abwecliselndes dreiseitiges Säulensystem A , X, e, Q 

^^, ^,0 

3 2' 

Rechtes Vierpunktschraubensystem i A , X, e, /Bg. jV 

Linkes Vierpunktschraubensystem J X"^4 ^ "4~~¥/ 

Vierzähligea Gegen schraubensystem Ä„ ., i, <J, /B^ 

T^4 

Zweigängiges Vierp unk tscliraubensy stem A , X, b, 



(\.i) 



Q uadr atsäulensy stem 



4 , X, e, /B Y 
4 \ 4 / 
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Quadratoktaedersystem A, , X, ö, . 

^0 I 

Rechtes zuBammengesetztes Vierpunkt- | 

schraubensystem I A j» ^j A Qo 

Linkes zuaammengeaetztes Tierpunkt- ( ~i"~T T' 

Schraubensystem j 
Vierzähliges zuBammengesetzes Gegen- A^ , ^,0,0^ 

schraubensyatem ~^' "j ~g"' 

ZwägStn^ges zusammengeaetztes Vier- A , Z, e, 



punktschraubensyBtem 4 ' 3 



ZusammengeHetztes QnadratsänlenayBtem A , ^, e, Q^ 

¥.0 1?. « 



Rechtes abvechBelndeB VierpnnktBchrau- t 

bensystem I A, , A, e, Q^ 

Linkes abwechselndes VierpunktBchrau- | "i"— 4 ~2' 

bensystem I 

Abwechselndes zwejgilngigefl Vierpunkt- A , <i, e, Qg 

schraubensyatem "4"' 2 "ä^' 

AbwechBelndes QuadrafsäDlensyatem A„ , X, e, Q,, . 

£5, — 

4' a 

Rechtes SecbBpnnktschraubenaystMn 1 A , X, e. 

Unkes Sechepunktschraubenaystem ) ~6^ 2^ 

Rechtes zweigän^ges SeehspunktBchrau- 1 

bensystem I Ä,, ., X e. 

Linkes zweigängiges Sechspunktschrau- | ~6~ 3 



Drei^gigee Sechspunktschraubensystem A , i, e. 

Hexagonalsäaleneystem A , ^, e. 



Rechtes znsammengesetztes Secbspunkt^ t 

schranbenBysteni I A , ^ e, Qg 

Linkes znsammengesetztes Sechspunkt- ( '6^ 6 

schraubensyatem J 



^. '^ 
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B zweitägiges zusamm cd gesetztes | 

SechspnnktachraubeDSystem | A , A, e, Q. 

Linkes zweigän^ges zuBammengeBetztes ( "e" - 3 "2"' "^ 
Secbspunktschraubensyatem I 

Dreigängiges zusammengesetztes Sechs- A , jl, e, Q^^ 

pnnktschraubenBysteni ~ö'' ^ 2 

Zusammengesetztes Hesagonalsäulen- A , X, e, Q, 

System "g^ ^ "g"' 

KnbiBchea Zwölipunktersystem A , e', e", Z, Q , IL 

— , IZ^, ^, 

3 2 3 

Oktaediiscbes Zw9lfpankterey8t«m 

RhombendodekaedriBchee Zw8lfpnnkler- A , a, c', X, Q^ , B„ 

System -^ ~2^ "3^ 

Reguläres zusammengesetztes Zweipnnkt- A^ , </, 0', X, %, , R„ 

schrauben System "2"' "2 ' "3"' 

Reguläres abwechselndes Zweipunkt- A , e', e", i, Q- ., R^ 

Schraubensystem "2"' 2 "ä"' 2^ "3"' 

Kubisches Viemndzwanzigpunktersystem A. , X, e, Q' 



^,0 



Oktaedrischee Vierundzwanzigpunkter- A. , X, 0, Q' 

System -^> ^ -4 

RhombendodekaedriBches Vierundzwanzig- A» , X, 0, Q' 



Reguläres Gegenschraubensystem 1, Art A , Jl, 0, «^ 

"T" 4 . ~^' 4 

'^ '^g. ». '■ "• «'2, £• 

4' 4 4 ' 4 

Reguläres zweigängiges Vierponktschrau- Ag , X, e, Q' 

bensystem T' 2" T' 2 

Rechtes reguläres Vierpunktschrauben- ) 

Loukes reguläres Vierpunktsehrauben- | "4" 4 ^4 
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In dieser Tabelle und die verschiedenen Arten von DrehungB- und Schran- 
bungsachsen dnrch verschiedene Budistabea bezeichne^ allerdings im Interesse 
der Kürze nicht sämtliche Arten derselben, sondern nur ein solcher Teil von 
ihnen, dnrch welchen das System hinreichend charakteiisiert ist, also die 
sogenannten erzeugenden; die nicht direkt anfgeführlen ergeben sich dnrch 
geeignet kombinierte oder wiederholte Anwendung ans den angeschriebenen, 
es Bind das diejenigen, durch welche die erzengenden Sjmmetrieoperationen 
zu einer in sich geschloseenen Menge ergänzt, also zur Gruppe vervoll- 
ständigt werden. 

Die Drehungs- und Schiebungskomponente der um ^e Schrauhuugs- 
achse erfolgenden charakteristischen Deckbewegung sind als Indizes dem Buch- 
staben, welcher diese Achse bezeichnet, beigefügt. Die nicht mit Indizes be- 
hafteten Bncbstaben geben die Hauptdeckschiebnngen. Einzelheilen über die 
Richtungen, welche den sj'mboliscb aufgeführten Deck Operationen zukommen, 
mUseen dem Buche Sohnckes selbst {Entwickl. e. Theor. d. Eristallatruktnr, 
1879) entnommen werden, bemerkt aei nur noch, dass zur Unterscheidung des 
Oblongoktaedersystems nnd des rhombischen Scbraubengyatema die Sohnckesche 
Buchetahenbczeichnung nidit genügt, dass vielmehr beide die gleiche Anzahl 
von Symmetrieelementen, freilich in verschiedener Lage, enthalten. Es wurde 
daher diesen Systemen noch ein Ergänzungssymbol beigefügt, welches andeuten 
soll, daas im Oblongoktaedersystem die Aufpunkte von typischen Polfiguren 
umstellt sind, im Gegen Schraubensystem aber von verzerrten. Dass im ersten 
Fall keinerlei Bewegungen bei den vier Punkten der Polfigur zur Beseitigung 
von Verzerrungen in EVage kommen, soll der Index bezeichnen, dass aber 
im zwdten Fall wirkliche Bewegungen notwendig sind, der Index co. 

2. Znsammeastellang der 165 Fälle, welche durch Erwelterang 

mittels Inrerser Symmetrieelemente ans den 65 Sohnckescheii 

Fällen entstehen. 

Unter den 32 Symmetriegiappen der Kristallpolyeder müssen die elf 
Fälle der zentrischen Symmetrie ausschliesslich in den §§ 3 und 5 des Kap. IX 
stecken, wir geben daher in der folgenden Tabelle an, wie sich diese elf Fälle 
der Reihe nach auf die 25 Sohnckeschen Systeme des § 3 zusammen mit 
den 18 Sohnckeschen Systemen des § ö verteilen. 

Man beachte, dass infolge einer nicht ganz übersichtlichen Numerierung 
im § 5 diese Zahl um 1 grösser als die Nnmmemzahl ist; es wnd unter 9) im 
dortigen § zwei Punktsysteme, das reguläre zusammengesetzte Zweipunkt- 
Bch rauben System und das reguläre abwechselnde Zweipunktschraubensystem auf- 
geführt, unter den 16 anderen Nummern aber je ein System wegen der bei 
beiden überdnstimmenden Annaltme der Lage von Symmetriezentren: 



Digitized by VjOOÖ IC 



Anhang. 125 

Trikline Holoedrie: 1 Punktsyatem (Nr. 1 in § 3). 

Monokline Holoedrie: 6 Pcnktsysteme (Nr. 2a, 2b, 3a, 3b in § 3; 
la, Ib in § 5). 

Rhombische Holoedrie; 28 Punktsysteme (Nr, 4a — d, 5a, 5b, 6a— d, 
7a, 7b in § 3; 13a— d, 14a, 14b, 15a— f, IGa, 16b, 17a, 17b in § 5). 

Tetragonale pyramidale Hemiedrie: 6 Panktaysteme (Nr. 10a, 10b, 
13 in § 3; 5, 6a, 6b in § 5). 

Tetragonale Holoedrie: 20 Ponklsyateme (Nr. 9a, 9b, IIa— d, 12 
a— d in § 3; 2a— d, 3a-d, 4a, 4b in § 5). 

Uesagonale rhomboedrische Tetartoedrie: 2 Punktsysteme (Nr. 13, 
15 in § 3). 

Besagonale rhomboedrische Hemiedrie: 6 Punktsysteme (Nr. 9a, 
9b, 16a, 16b, 17a, 17b in § 3). 

Hexagonale pyramidale Hemiedrie: 2 Punktsysteme (Nr. 18 in 
§ 3; 7 in § 5). 

Hexagonale Holoedrie: 4 Panhlaysteme (Nr. 19a, 19b in § S^j 8 a, 
8 b in § .5). 

Reguläre pentagonate Hemiedrie: 7 Punktsysteme (Nr. 20a, 30b, 
21a, 21b, 22 in § 3; 9a, 9b in § 5). 

Reguläre Holoedrie: 10 Panktayateme (Nr. 23a, 23b, 24a, 24b, 25 
in § 3; 10, IIa, IIb, 12a, 12b in § 5). 

Im ganzen existieren in den 11 zentriachen Symmetriegmppen somit 
1^6 + 28 + 6 + 20 + 2 + 6 + 2 + 4 + 7 + 10=: 92 Punktsyateme 
mit Symmetriezentren. 

Die nichtüentrischen, aber inverse Symmetrieelemente besitzenden Punkt- 
systeme sind in den §§ 6 — 8 angegeben und zwar in einer Reihenfolge, wel- 
che bereits der Verldlungsart dieser Punktsysteme auf die 10 Klassen der 
azentrischen nicht gewendeten Kristallpolyeder entspricht. Datier ist die obige 
Tabelle folgendermassen fortzusetzen: 

Rhombische Hemimorphie: 22 Punktsysteme (nämlich diejenigen 
des § 6). 

Tetragonale sphenoidische Tetartoedrie: 2 Punktsysteme (nümlicb 
di^enigen des § 7). 

Reguläre tetraedrische Hemiedrie: 6 Punktsysteme (§ 8, I). 

Hesagonale Hemimorphie: 4 Punktsysteme (§ 8, H). 

Tetragonale Hemimorphie: 12 Punktsysteme (§ 8, IH). 

Tetragonale sphenoidische Hemiedrie: (12 Ponkfaysteme (§ 8, IV}. 



' Vgl. die Berichtigung zu § 8 in diesem Buch, S. 132. 
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Hexagonale trigonotype Hemiedrie: 4 Pnnktsyateme (§ 8, VII). 

Hexagonale trigonotype Tetartomorptiie: 6 Punktaysteme (§ 8, V). 

Hexagonale trigonotype Tetartoedrie: 1 Punktsystem (§ 8, VI). 

Honokline Hemieärie: 4 Punktsysteme (§ 8, VIII'. 

Die 10 Symmetriegnippen mit azentrisehen nichtgewendeten Formen er- 
geben somit 22 + 2 + 6 + 4 + 12 + 12 4-4 + 6 + 1 +4 = 73 Pnnkt- 
Bysteme. 

Insgesamt existieren daher 92 + 73 = 165 Punktsysteme mit inversen 
Symmetrieelementen, was zusammen mit den 65 Punktsystemen der direkten 
Symmetrie 230 als Gesamtzahl der möglichen Punktsysteme ergibt. 

3. Erklfirnng der Tafeln. 

Die Tafdn enthalten die nichtregulären Sohnckeschen Punktsysteme 
und zwar in zweieriei Abbildungsart: 1) in perspektivischer Wiedei^be der 
Modelle selbst; 2) als Diagramme, welche im allgemeinen als Projektionen auf 
diejenige Ebene der Modelle 1) anfgefasst werden können, auf welche die 
Stätte dieser Modelle aufgesteckt sind. Die verschiedene Dicke der kleinen 
Kreise, welche als Bepräsentänten der Systempunkie dienen, soll die Ver- 
schiedenhdt der Abstände der Systempnnkte von der Projektionsebene andeuten. 
Wo zahlreiche Pnnkte an einem und demselben Stab des Modelles befind- 
lich sind, wurden ausserdem ebige derselben durcli zwei konzentrische oder 
auch durch gestrichelte Kreise wiedet^geben, nm sie von den ungleich weit 
von der Projektionsebene abstehenden Punkten bequem unterscheiden zu 
können. Um nicht nur die Punkte selbs^ sondern auch die Deckbewegungen 
der Punktsysteme sichtbar zu machen, wurden die Punkte als Träger von 
Koordinaten kreuzen gedacht und es wurde in stereographiscber Projektion äai- 
gestellt, wie die Halbstrahlen diesra Eoordinatenkreuze bei den Deckbewegnngen 
des Punktsystems üch vertauschen. Bei der dnfachen Anfangslage, weldie für 
die Koordinatenachsen gewählt wurden, stehen die zwischen ihnen liegenden 
Kugeldreiecke in dnfacfaer Beziehung zu den I^^mdamentalbereichen de^enlgen 
Formen, von welchen die dnzelnen „Aufpnnkte" (d. h. die Punkte des zur 
Erzeugung des Punktsystems benutzten Raumgitters) umstellt erscheinen. Die 
Art dieser Beziehnngen wird durch Vergleich dieser Formen mit den üia- 
gi-amraen hervortreten. Da die Fund amentalberei che nicbts Gleichwertiges in 
ihrem Innern enthalten, so können wir auch sagen: Die Diagramme liefern 
eine Möglichkeit die asymmetrischen Teilbausteine sich vorzustellen oder ge- 
nauer gesagt, ein Verfahren, wie einfache Sohnckeeche Punktsysteme mit 
hochsym metrischen Bausteinen ersetzt werden können durch ineinander gesteckte 
Ponktaysteme mit niedrigsymmetriBchen Bausteinen. Es vermitteln also die 
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Diagramme in bequemer Wase den Übei^;aag von der anfachen Theorie 
Sohnckes zur verallgemeinerten. 

Wo zwei teilwdse Ubereinandergreifende kleine Kreise gezeichnet sind, 
ist es statthaft, den Abstand dieser Punkte sich als beliebig klein im Vei^leich 
zu den Dimensionen der Fundamental bereiche Torznstellen; z. B. liegt dieser 
Fall innerhdb der „znaammengesetzten" Systeme Sohnckes bei zwei Punkten, 
welche einer ümklappnngsachse möglichst nahe liegen und bei der Umklappung 
um dieselbe ihre Plätze vertauschen, stets vor. Der dnrclt einen voll aus- 
gezogenen Ereis markierte Punkt ist in diesen Fällen höher liegend gedacht, 
als der nnr teilweise sichtbar gemachte, was auch fUr die in den Text6garen 
dargestellten Doppel- n- Punkter gilt. 
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